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Resumen 
La necesidad de buscar fuentes de energía alternativas a los combustibles 
fósiles ha permitido que las energías renovables sufran un gran desarrollo en 
los últimos tiempos. Esta
dispositivos para cubrir las demandas necesarias, así como la realización de 
múltiples estudios que permitan maximizar el rendimiento de estos dispositivos.
En este trabajo se busca desarrollar un modelo 
permita, a partir de los datos iniciales que podemos extraer de una zona, 
conocer la velocidad en función de la profundidad y el tiempo, y de esta manera 
poder establecer una primera aproximación de la idoneidad o no de una zona 
para el posterior establecimiento de turbinas que faciliten la producción de 
electricidad.  
El modelo matemático que vamos a emplear será el DieCast, recurriendo al 
esquema Leapfrog para su resolución.  Este modelo matemático se resolverá 
teniendo en cuenta una serie de consideraciones iniciales que nos permitirán 
simplificar el problema y presentar dos hipótesis distintas: el cálculo de la 
variación de la velocidad en función del tiempo y el cálculo de la variación de la 
velocidad en función de la profundida
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1. Introducción 
1.1. Objetivos 
El principal objetivo que persigue este trabajo es el 
velocidad de una corriente que se encuentre a una cierta profundidad 
conociendo la misma en la superficie. De esta manera, al determinar la 
velocidad de la corriente 
puntos de aprovechamiento d
determinación de la velocidad de la corriente en superficie está ampliamente 
estudiada en la actualidad y, por lo tanto, será nuestro punto de partida.
Con la identificación de posibles puntos de aprovechamiento d
corrientes marinas podremos también establecer emplazamientos válidos en 
los que instalar dispositivos adecuados para la producción de energía eléctrica. 
Esto permitirá incrementar la aportación energética realizada por las energías 
renovables. 
Se buscará también 
que permita establecerla velocidad de la corriente a la profundidad deseada. 
Por último, de las posibles zonas potenciales para instalación de los 
dispositivos, se elegirán aquellas de las que s
velocidad con la cota 
comprobando su viabilidad.
1.2. Energía de los océanos
La energía procedente del océano es 
de las olas, las mareas, las corrientes marinas, las corrientes oceánicas, las 
corrientes debidas a los gradientes de temperatura y las debidas al gradiente 
de salinidad. Y esta fuerza del mar se puede aprovechar para la generación d
la energía.  
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En general, las tecnologías marinas están basadas en dispositivos 
relativamente modernos, con un mayor o menor desarrollo, resultado de las 
investigaciones llevadas a cabo a lo largo de los últimos años. La excepción a 
esto son los molinos d
antigüedad.  
Figura 1: Molino de marea en El Pintado (Ayamonte, Huelva)
En función del aprovechamiento energético que se haga de ellas, las 
distintas tecnologías empleadas para el ap
están clasificadas en: 
• Energía de las olas o undimotriz
En este caso, se emplean distintos sistemas de captación que 
permiten transformar la energía del movimiento de las olas en 
electricidad. 
 
El oleaje se produce como 
el aire sobre la superficie del mar. Debido a esto resulta 
extremadamente irregular, por lo que se ha llevado a cabo la 
producción de un gran número de dispositivos para hacer posible su 
aprovechamiento energético.
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• Energía mareomotriz
Aquí, la energía aprovechada es la de las mareas. Se basa en el 
aprovechamiento del ascenso y el descenso del mar que se produce 
debido a la acción gravitatoria del Sol y de la Luna. Este 
aprovechamiento solo es rentable en aquellos pun
diferencia de altura sea superior 
 
Una central mareomotriz cuenta con un embalse en el 
almacena el agua
compuertas que permiten el paso del caudal que vamos a tur
para la producción de electricidad a una bahía, cala, rio o estuario.  
Al turbinar este caudal, con un procedimiento similar al empleado en 
la hidráulica convencional, se produce electricidad.
 
Figura 
• Energía de las corrientes marina
Se busca aprovechar la energía cinética que se encuentra contenida 
en las corrientes marinas. 
 
La captación de energía se realiza con dispositivos similares a los 
aerogeneradores, con la diferencia q
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zonas donde se 
corrientes marinas.
estos dispositivos tengan rendimiento son del orden de 2 a 3 m/s
 
Este tipo de corrientes serán 
proyecto. 
 
• Gradiente térmico
También llamada energía maremotérmica. 
 
Está fundamentada en el aprovechamiento de la energía térmica del 
mar, basado en la diferencia de temperatura entre la superficie del 
mar y las aguas p
aprovechamiento, la diferencia de temperaturas debe ser al menos 
20°C. 
 
Figura 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
13 
aprovecha la velocidad del flujo que 
 En general las velocidades necesaria
las que vamos a considerar en este 
 
 
rofundas. Para que pueda realizarse el 
3: Esquema de una central maremotérmica 
Máster 
4/2015 
 
producen las 
s para que 
 
 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
Las plantas maremotérmicas transforman la energía térmica en 
energía eléctrica mediante el ciclo termodinámico de Rankine, donde 
el foco caliente es el agua de la superficie del mar y el foco frío el 
agua de las profundidades.
 
• Potencia osmótica 
También se conoce como energía azul.
 
La energía se obtiene debido a la difere
sal entre el agua del mar y el agua de los ríos mediante los procesos 
de osmosis. 
 
Figura 4: Esquema dispositivo para el aprovechamiento de la diferencia de salinidad
De todas las energías renovable
que menor desarrollo tiene y su contribución a la producción de electricidad es 
casi inexistente, salvo la central mareomotriz de La Rance (Francia), cuya 
potencia total es de 240 MW.
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Para el año 2035, se espera que l
fuentes marinas se incrementara hasta 60TWh y una capacidad instalada de 17 
GW, la evolución esperada para las distintas tecnologías se muestra en la 
figura que se encuentra a continuación.
Figura 5: Incremento de la generación de electricidad basado en energías renovables. Años 2008 
En el año 2008, la potencia instalada de energía de las olas se estimaba 
en 10MW, la potencia de origen termal en 0,2 MW, 265 MW el 
aprovechamiento de la energía potencial de las mareas y 1 MW las corrientes 
marinas, que será el que a nosotros nos interesara. Para el año 2015 se espera 
que su capacidad (expresada en GW) se haya incrementado notablemente, 
como podemos ver en la figura situa
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Figura 6: Perspectiva de la energía hidrocinética según la tecnología
 
1.3. Corrientes marinas
Las corrientes marinas son causadas principalmente por la subida y 
bajada de las mareas como resultado de las 
la tierra, la luna y el sol, que hacen que fluya todo el mar. Otros efectos, como 
las diferencias regionales en la temperatura y la salinidad y el efecto 
de Coriolis debido a la rotación de la tierra son también influencias principales. 
Las corrientes superficiales que constituyen el 10% del agua que se encuentra 
en el océano y constituyen aquellas corrientes que se encuentran hasta los 
400m de profundidad. 
La energía cinética
mayor parte, de la misma forma que una turbina eólica extrae energía del 
viento, utilizando varios tipos de rotores de flujo abierto.
El potencial de generación de energía eléctrica a partir de las corrientes 
marinas de la marea es enorme. En Europa se han identificado más de 100 
lugares con las condiciones adecuadas para un posible aprovechami
emplazamientos más prometedores se encuentran en el Reino Unido, Irlanda, 
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Francia, España, Italia y Grecia. Algunas de las zonas pueden llegar a 
proporcionar más de 10 MW/km
Existen varios factores que hacen que la generación de electricidad a 
partir de la energía existente en las corrientes marinas sea muy atractiva, en 
comparación con la producción de electricidad a partir de otras fuentes de 
energía de carácter renovable. Algunos de estos factores son:
• Los altos factores de carga debido a las propiedades del fluido. 
En este caso, e
diferencia de la mayoría de las otras energías renovables, la 
disponibilidad futura de energía puede ser conocida y previs
evitando la intermitencia. 
 
• Los recursos potencialmente grandes que pueden ser explotados con 
escaso impacto ambiental, lo que ofrece uno de los métodos menos 
perjudiciales para la generación a gran escala de electricidad. 
 
• La viabilidad de instalaci
proporcionar también energía a la red eléctrica de base, 
especialmente si están interconectadas dos o más matrices 
independientes, con flujos máximos no coincidentes en el tiempo.
Desde hace unas cuantas décadas s
corrientes marinas a escala global es tridimensional, con movimientos 
horizontales en la superficie, en los que el viento y, sobre todo, la inercia 
producida por la rotación terrestre, juegan un importante papel y con 
movimientos verticales, en los que la configuración del relieve submarino y de 
las costas modifican los efectos de la rotación de la Tierra, que crea una fuerza 
centrífuga tendente a "abultar" el nivel oceánico a lo largo de la circunferencia 
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ecuatorial. Se trata de la corriente ecuatorial que se dirige, por inercia, en 
sentido contrario a la rotación terrestre.
En el fondo submarino tanto del océano Atlántico como del Pacífico, el 
agua acompaña a la litosfera en el movimiento de rotación terrestre y ello se 
debe a la enorme presión que soportan esas aguas abisales. Pero al llegar a 
las costas occidentales de los continentes, el talud continental, que constituye 
un plano inclinado, actúa como una especie de "ascensor" para esas aguas 
profundas, haciéndolas subir y
aguas frías”, lo que viene a ocasionar una corriente, esta vez superficial, que se 
desplaza hacia el ecuador a lo largo de esas costas occidentales y al llegar a la 
zona ecuatorial son desviadas por la fuerza centr
rotación terrestre hasta tomar la dirección contraria a la que tenían las aguas 
profundas, es decir, de este a oeste.
De esta manera se originan en las costas occidentales de los 
continentes corrientes de aguas sumamente frías ya qu
profundidad (siendo la temperatura de las aguas profundas del océano de 4° C) 
ya que a esta temperatura es cuando alcanza su mayor densidad.
En resumen, los patrones de circulación de las aguas oceánicas se 
originan por una compleja sínte
variable en el tiempo y en el espacio, siendo las más importantes de estas 
fuerzas: el movimiento de rotación terrestre y la fuerza centrífuga determinada 
por dicho movimiento, el movimiento de traslación terres
estacionales en la latitud y dirección originadas por dicho movimiento, la 
configuración del fondo submarino, la forma de las costas y su influencia en la 
dirección de las corrientes, la desigual absorción y transporte de calor por la
radiación solar absorbida por las aguas marinas, la influencia mutua entre las 
corrientes marinas y los vientos, el cambio de nivel de las aguas cálidas 
superficiales debido a las mareas y la desviación de las corrientes debido al 
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efecto de Coriolis (que, 
terrestre). Detallamos algunos de los cuales a continuación.
1.3.1. Factores de las corrientes marinas
Como hemos comentado anteriormente, existen una serie de factores 
que afectan a las corrientes marinas. 
factores en mayor profundidad.
Entre los factores que afectan a las corrientes marinas están:
• Configuración del relieve submarino
Existen numerosos tipos de relieves submarinos como fosas 
oceánicas, dorsales oceánicos, l
submarinas, plataforma continental y talud continental.
 
Sin embargo, salvo la plataforma continental y el talud continental, el 
resto de relieves submarinos no ejercen prácticamente ningún tipo de 
influencia sobre la direcció
entendidas como corrientes superficiales.
 
En el caso de la plataforma continental, su escasa profundidad 
(menos de 200 m) logra disipar gran parte de la energía producida 
por las corrientes, sobre todo en las c
 
En el caso del talud continental, su acción no se realiza directamente 
sobre las corrientes en superficie, sino sobre las aguas más 
profundas que se mueven al unísono con la litosfera sobre la llanura 
abisal. Pero al llegar a dicho
occidentales de los continentes, las aguas más profundas son 
obligadas a ascender, actuando dicho talud continental como una 
pala mecánica que eleva esas aguas profundas hacia la costa y 
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dando origen a una surgencia de agua
corrientes frías de las zonas intertropical y subtropical.
 
• Rotación terrestre y efecto Coriolis
El efecto Coriolis, descrito en 1835 por el científico francés Gaspard
Gustave Coriolis, es la aceleración relativa que sufre un
este caso las aguas marinas, que se mueven dentro de un sistema 
de referencia en rotación, es decir, la superficie oceánica, cuando 
varía su distancia respecto al eje de giro.
El efecto Coriolis hace que el objeto que se mueve sobre el radio de 
un disco en rotación tienda a acelerarse o a frenarse con respecto a 
ese disco según si el movimiento es hacia el eje de giro o alejándose 
de éste, respectivamente. Por el mismo principio
esfera en rotación, los movimientos de un objeto en movimiento en 
cualquier dirección sobre la esfera también en movimiento (de 
rotación) resultan afectados por este efecto ya que, aunque la 
velocidad angular de la rotación terrestre se
(15° de longitud geográfica por hora), cuando nos referimos a la 
velocidad real (lineal), varía considerablemente desde el ecuador, 
donde es máxima (1.674 km/h) hasta los polos, donde se anula. Así 
pues, cuando un móvil se desplaza 
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siempre se moverá desde un punto con una velocidad real de 
rotación dada hasta otro punto con una velocidad diferente (mayor si 
el objeto en movimiento se desplaza de este a oeste, es decir, al 
contrario que el movimiento de 
menor en caso contrario, es decir, cuando el móvil se desplaza de 
oeste a este). 
La magnitud física subyacente al efecto Coriolis es la inercia del 
cuerpo, denominada conservación del momento angular en el caso 
de cuerpos girando alrededor de un eje, que hace que la aceleración 
que tiene el marco de referencia (el giro implica una aceleración 
puesto que el vector velocidad varía de forma continua), al no ser 
aplicada al cuerpo, produzca la apariencia de que éste se está 
acelerando absolutamente.
En términos más rigurosos, se denomina fuerza de Coriolis a la 
fuerza que hay que ejercer sobre un cuerpo para que no modifique 
su velocidad angular cuando varía su distancia respecto al eje, es 
decir, la fuerza que hay que ejercer 
manifieste. Esto es análogo al caso de la fuerza necesaria para que 
un cuerpo con una distancia fija respecto al eje la mantenga, fuerza 
que se denomina fuerza centrípeta y cuya ausencia produce la 
apariencia de fuerza (o 
• La radiación solar o insolación
La radiación solar, es decir, la insolación, genera una ligera 
disminución de la densidad del agua, creando una especie de círculo 
vicioso: como el agua caliente es menos densa qu
dispone en la superficie de los lagos, mares y océanos, ubicándose 
el agua más fría a mayor profundidad. Y, como el agua caliente está 
en la superficie, es la que recibe directamente la insolación, por lo 
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que se calienta más. El resultad
calientan más durante el día y se enfrían también más durante la 
noche, lo cual da origen a que las aguas profundas tengan una 
temperatura estable tanto de día como de noche, mientras que las 
aguas superficiales tienen u
mayor al final de la tarde y menor a mediados de la mañana. Esto es 
claramente evidente en una piscina, estanque o en una playa 
tranquila, donde la temperatura del agua en los pies es mucho más 
fría que la que está en la
 
El problema descrito se complica cuando tenemos en cuenta las 
características físicas del agua: el agua no alcanza su máxima 
densidad a los 0° C sino a los 4° C. Ello tiene unas consecuencias 
muy importantes sobre las corrientes marinas y sob
aguas frías en las costas occidentales de los continentes en la zona 
intertropical y en las subtropicales.
 
Tratemos de explicar esta idea que viene constituyendo unos 
procesos que no suelen ser tomados en cuenta en algunas obras de 
oceanografía: como el agua del mar alcanza su mayor densidad a los 
4° C, toda el agua oceánica tendrá esa misma temperatura después 
de cierta profundidad, no sólo adonde ya no llegan los rayos solares, 
sino más abajo, donde la presión de la propia columna de a
obliga a alcanzar esa temperatura. Dicho en otras palabras: el agua 
de la superficie oceánica puede tener una temperatura superior a 0°, 
pero a cierta profundidad sólo puede tener 4°. Si el agua superficial 
alcanza menos de 4°, flotará (el caso extremo
0°, en la que no sólo se encontrará en la superficie, sino que se 
convierte en hielo, cuya densidad es bastante menor que la del agua 
líquida). Hay que aclarar, que en condiciones normales, el agua 
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superficial no se congela exactament
debajo del punto de congelación, debido a los minerales disueltos 
que contiene (sales y otros).
 
Una conclusión se deriva de lo dicho: tanto las mayores temperaturas 
del agua oceánica como las menores se alcanzan en la superfic
oceánica y cuando se alcanzan los 4°C (bien sea por calentamiento 
del agua con temperatura entre 0° y 4° o por el enfriamiento de las 
aguas con temperaturas superiores a dicha cifra), el agua se hunde a 
cierta profundidad, hasta alcanzar la zona abisal 
uniforme (4°C). Como es natural, las corrientes cálidas que se dirigen 
hacia las zonas polares (o mejor dicho, hacia la zona polar ártica, ya 
que en la zona antártica, la corriente circumpolar impide que las 
corrientes más o menos cálidas l
por debajo del hielo cuando se vayan enfriando hasta alcanzar los  
4°C. 
 
• Configuración de las costas
Este factor modificador de las corrientes marinas es sumamente 
importante y determina diferencias considerables en e
trayectoria de las corrientes marinas debido a que las corrientes 
marinas se definen como corrientes superficiales de las aguas de 
océanos y mares, por lo que cualquier trazado de las costas puede 
incidir en esas corrientes.
El caso más evident
del océano Atlántico cuando llega a las costas del Brasil, donde se 
divide en dos: una parte considerable se desvía hacia el Norte 
(digamos un 75 %) debido a que el responsable de esta desviación 
(punta oriental del Brasil) se encuentra a unos 5º al sur del ecuador 
terrestre. La gran cantidad de aguas cálidas que se desvían al 
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noroeste es responsable de la gran cantidad de precipitaciones en 
las Guayanas en comparación a la corriente que se desvía hacia el 
suroeste, que lleva un promedio de precipitaciones mucho más bajo. 
Esta diferencia en el desvío de la corriente ecuatorial llega a producir 
épocas de sequía sumamente severas en el noreste del Brasil.
 
1.3.2. Tipos de corrientes marinas
Las corrientes marinas se p
sus características o su profundidad.
 
• Clasificación según la temperatura
Se clasifican según la temperatura de las masas de agua que se 
desplazan en cada uno de sus movimientos.
o Corriente cálida
Flujo de las 
origen en la zona intertropical y se dirige hacia latitudes 
medias y altas en dirección contraria a la rotación terrestre. 
Este tipo de corrientes son casi inexistentes en el hemisferio 
sur debido a la config
inexistencia de costas en latitudes de climas templados y fríos.
o Corriente fría
Flujo de aguas frías que circulan como consecuencia del 
movimiento de rotación terrestre, en dirección este a oeste, a 
partir de las costa
ascenso de aguas frías de grandes profundidades en la zona 
intertropical y subtropical.
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Figura 
• Clasificación según sus características
Esta clasificación está asociada al fenómeno que permite el 
movimiento de las masas de agua.
o Corrientes oceánicas
Son producidas por el movimiento de rotación terrestre por lo 
que presentan un movimiento constante, en general, en 
sentido este
inverso, de oeste a este, es decir, con el mismo sentido que la 
rotación terrestre en las latitudes medias o altas.
 
Se trata, lo mismo que sucede con los vientos constantes o 
vientos planetarios, de desplazamientos producidos por
de la inercia: en la zona intertropical, las corrientes se mueven 
en sentido contrario a la rotación terrestre, las aguas del fondo 
oceánico acompañan a nuestro planeta en el movimiento de 
rotación de oeste a este, pero las aguas superficiales se v
quedando atrás por inercia, lo que significa una corriente 
ecuatorial de gran amplitud y la de mayor volumen de agua 
que se produce en nuestro planeta.
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Dicho en otros términos, la corriente ecuatorial se desplaza de 
este a oeste por inercia ya que las a
resistencia a acompañar a nuestro planeta en su movimiento 
de rotación. Pero en las latitudes medias y altas, las corrientes 
se mueven de oeste a este debido también al mismo principio 
de inercia, aunque en este caso, se trata de un efec
que va aumentando progresivamente a medida que aumente 
la latitud, incrementándose su velocidad y llegando a superar 
ligeramente a la propia velocidad de la rotación terrestre. Por 
otra parte, como esta circulación oceánica tiene un patrón 
similar al de los vientos planetarios, interactúan mutuamente, 
tanto en su velocidad de desplazamiento como a la cantidad 
de calor que trasladan. Involucran el movimiento de grandes 
masas de aguas, afectando la temperatura de la capa superior 
y repartiendo una
de calor, en el sentido de los meridianos. Por esta razón, las 
corrientes oceánicas son las que explican las enormes 
diferencias climáticas entre las costas americanas y europeas 
del Atlántico Norte.
 
o Corrientes de 
Son corrientes periódicas con ciclo diario que son producidas 
por la atracción lunar y en menor grado, del Sol. Son 
corrientes superficiales de las aguas del mar y, por lo tanto, 
involucran en su mayor parte, aguas cálidas. Aunque poco 
estudiadas, es
desplazamientos de agua del hemisferio norte al sur y 
viceversa. Obviamente, si la posición del sol y la luna 
coinciden en el mismo hemisferio (durante la luna llena o luna 
nueva en el verano del hemisferio norte)
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resultantes atraen una gran cantidad de agua que cruza el 
ecuador terrestre en el Océano Pacífico y más aún, en el 
Océano Atlántico, debido en este último caso a la 
configuración de las costas sudamericanas, que desvían la 
corriente ecuatorial
noroeste, a lo largo de la costa sudamericana del noreste del 
Brasil, de las Guayanas, de Venezuela y de las Antillas. Y 
durante el invierno en el hemisferio norte ocurre el proceso 
inverso.
 
o Corrientes de oleaje
Son las que modifican en gran parte el litoral y son producidas 
por los vientos, en especial, por las tempestades o huracanes 
que se asocian al movimiento de las masas de aire tanto de 
origen continental como marítimo.
 
o Corrientes de deriva litoral
Constituye
oceánicas al llegar a las costas, cuyo trazado presenta alguna 
inclinación o desviación con respecto a la dirección original de 
las mismas. El ejemplo de la corriente ecuatorial atlántica al 
llegar a las costa
que casi todas las aguas de la misma son desviadas hacia el 
noroeste porque las costas tienen esta dirección. La corriente 
de deriva litoral brasileña o corriente del noreste del Brasil, 
lleva una gran cantidad
las Guayanas. Es por este motivo por el que las costas 
atlánticas de las Guayanas y de Venezuela, presentan un 
clima más lluvioso que las del noreste del Brasil, ya en el 
Hemisferio Sur. También tiene otras dos consecu
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importantes: la desviación del ecuador térmico hacia el 
hemisferio Norte y la menor incidencia de los huracanes en las 
costas meridionales del Brasil.
 
o Corrientes de densidad
Se basa en la presencia vertical de dos masas de agua con 
distinta den
entre aguas de distinta temperatura: una fría a mayor 
profundidad (por su mayor densidad) y otra cálida en la 
superficie. Generalmente, se desplazan en sentido contrario, 
por ejemplo, en el estrecho de Gibral
muchas veces unas corrientes superficiales hacia el oeste, 
mientras que en el fondo penetra en el Mediterráneo una gran 
cantidad de agua procedente del Atlántico mucho mayor en 
proporción porque el Mar Mediterráneo es deficitario en 
volumen de agua (es mayor la evaporación que el caudal 
aportado por los ríos y las lluvias). 
 
• Clasificación según la profundidad
Otra clasificación sugerida es por la profundidad en la que se genera 
la corriente marina.
 
o Corrientes de profundidad
Son corrientes generadas debajo de los 1000 metros de 
profundidad (picnoclina), principalmente debido a la rotación 
terrestre, que da origen a la generación de aguas profundas, y 
por lo tanto frías, en las costas occidentales de los continentes 
en las latitude
de profundidad podría explicarse como una especie de 
compensación con relación a las corrientes superficiales
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o Corrientes de superficie
Son las corrientes originadas por la acción giratoria de la 
Tierra, y qu
los cuales les transmiten gran cantidad de energía y generan 
corrientes circulares a escala terrestre (en la franja ecuatorial) 
o en forma de espiral, formando "bucles" en las latitudes 
próximas a los trópi
hacia la derecha en las latitudes próximas al Trópico de 
Cáncer y hacia la izquierda en las latitudes del Trópico de 
Capricornio. Estas corrientes superficiales influyen mucho en 
el clima modificando las temperat
donde pasan. A su vez, estas corrientes dependen en parte de 
la dirección de los vientos.
1.3.3. Potencial de una corriente marina
La tecnología necesaria para el aprovechamiento de las corrientes 
marinas es similar a la empleada en los aerogeneradores eólicos, con la 
ventaja de que las corrientes marinas presentan una densidad energética 
mayor debido a la mayor
Al ser el agua del mar 800 veces más densa que el aire, no se necesitan 
velocidades tan altas como es en el caso del viento. Una corriente marina de 2 
m/s puede aportar una potencia de 4000 W/m
misma potencia a través del viento se necesitará una velocidad de la corriente 
de 18,7 m/s. 
Para ello, consideraremos un flujo másico que vendrá dado por la 
expresión: 
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Donde  
Ρ: Densidad d
A: Área que debe 
V: Velocidad de la corriente marina.
La expresión para la potencia absorbida por un sistema inmerso en una 
corriente marina será: 
Cp será el coeficiente de potencia. Dicho coeficiente será función del área 
de paso de las palas y la relación de la velocidad en punta de pala con la de 
giro. El máximo de este coeficiente es conocido como el Límite de Betz 
(Cp=0,59), lo que indica que sólo
contenida en la corriente de fluido que atraviesa el rotor.
Dado que la densidad de la corriente del agua no variará dentro de una 
misma corriente, y el área de paso también será constante, el único factor que 
consideraremos como relevante será la velocidad de la corriente marina en la 
que situemos nuestro generado
Por lo tanto, la energía que podremos extraer de una corriente será función 
tanto del diámetro del rotor de la turbina como de la velocidad de la corriente. A 
continuación se muestra un gráfico que nos proporciona la energía que es 
posible extraer de una corriente en función del diámetro de la turbina.
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Figura 9: Energía extraíble en función del diámetro del rotor
Las corrientes más intensas son, generalmente, las debidas al efecto del 
viento y de las mareas.  
1.3.4. Ventajas e inconv
corrientes marinas
Como cualquier otra forma de producción de electricidad, el 
aprovechamiento de las corrientes marinas tiene tanto ventajas como 
inconvenientes. 
• Ventajas 
o Nulo Impacto Visual y Acústico
Hay que señalar que las turbinas submarinas no generan 
ningún tipo de contaminación visible o audible por encima de 
la superficie. En todo caso, habría que evaluar 
medioambientalmente las repercusiones y el impacto para la 
fauna marina “local”, especialmen
posicionados en el fondo por medio de estructuras fijas. 
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o Facilitan el Tráfico Marítimo
Las instalaciones submarinas para aprovechamiento de 
energía mareomotriz y de corrientes marinas permiten a los 
buques operar sin restricci
instalaciones flotantes pueden favorecer el tráfico marítimo, si 
se aprovechan adecuadamente para realizar labores de 
balizamiento, señalización, comunicaciones y control del 
propio tráfico marítimo.
 
o Fuentes de energía predecibles
La energía de las mareas y la energía de corrientes marinas 
tienen una ventaja común y significativa, dado que son 
predecibles y se puede conocer bien su flujo y energía con 
muchos años de anticipación, lo que permite realizar estudios 
de viabilidad que proporcionan buenas rentabilidades.
 
o Retornos de inversión buenos
Incluso en los escenarios más pesimistas en los que no se 
contemplasen los fondos públicos (es decir, sin primas al 
régimen “especial”) para su promoción, los retornos de 
inversió
 
Pueden mejorarse sensiblemente los cálculos de retorno de 
inversión, si los proyectos de generación eléctrica se realizan 
asociados a proyectos de explotaciones de acuicultura, de 
balizamiento de autopistas del ma
la vía rápida), de vigilancia y seguridad costera, de vigilancia y 
seguridad de reservas marinas, de turismo y ocio subacuático, 
de biotopos marinos, etc.…  
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Por supuesto, las rentabilidades pueden ser buenas si se 
considera que
financiera, los gobiernos parece que se mantendrán 
“neutrales” respecto de las diferentes tecnologías de 
generación eléctrica y no subvencionarán ninguna tecnología 
(solar fotovoltaica, termosolar, biomasa,…) respecto
Es decir, teóricamente, podrían no precisarse subvenciones 
para iniciarse pruebas experimentales y las primeras 
instalaciones comerciales de energía mareomotriz y de 
energía de corrientes marinas.
 
Sin embargo, como es evidente, estas nuevas tec
requieren del apoyo público al I+D+i y, también, necesitan de 
cierto impulso político mediante la agilidad y rapidez en la 
tramitación administrativa de las aprobaciones de las 
instalaciones de pruebas y de instalación comercial, en la 
aprobaci
concesión de permisos, en la elaboración de los informes de 
impacto medioambiental y, entre otros, en la concesión de 
nuevas licencias.
 
o Condiciones durante las tormentas buenas
Las condiciones que se producen 
transcurso de una tormenta son relativamente benignas; es 
decir, este tipo de tecnología es inmune a las tormentas, al 
contrario que aquellos sistemas que se encuentran situados 
en la costa o los destinados al aprovechamiento de la ene
de las olas. 
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• Inconvenientes
o Emplazamientos
Una de las principales desventajas de este tipo de tecnología 
es la necesidad de ubicaciones específicas dónde la velocidad 
media de las corrientes esté en torno a 2
esto, surge la necesid
lechos marinos ya que son más difíciles de determinar, caso 
que nos ocupa en este trabajo.
 
o Lejanía
Otro inconveniente a la hora de instalar esta forma de 
aprovechamiento energético son las grandes distancias que 
normalmente se deben cubrir para poder verter a la red la 
electricidad generada, lo cual implica una elevación del coste.
 
o Mantenimiento
El ambiente marino es bastante más duro que el de tierra, 
motivo por el cual para el mantenimiento se debe realizar 
mediante 
Además, las labores de mantenimiento se desarrollan con 
mayores dificultades y peligros que en otro tipo de 
instalaciones. 
 
Para facilitar las labores de mantenimiento será recomendable 
tener una buena 
verificar el funcionamiento de esta misma desde la distancia.
 
o Materiales a emplear
El agua del mar presenta la problemática de corroer cualquier 
superficie metálica que no se encuentre debidamente 
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protegida al
instalación debe estar tratada para que los metales soporten la 
corrosión, o incluso realizarse en otro tipo de materiales 
resistentes a ella.
 
1.4. Desarrollo esperado para esta energía
El desarrollo que espera que sufra esta tecnología, en distintos países del 
mundo, es: 
− Francia espera tener instalado para el año 2020 6 GW tanto en 
energía procedente de mares y océanos como en energía eólica 
offshore. 
− Japón espera tener 1,5 GW instalados para el año 2030 
procedente tanto de olas como de las corrientes marinas.
− Tailandia quiere tener instalado, al igual que Japón tanto energía de 
las olas como de las corrientes, 2 MW para el año 2021. 
− Filipinas espera instalar entre 2010 y 2030 75 MW.
− Portugal quiere instalar 6 MW para el año 2020 en energía 
procedente de las olas.
− Corea del Sur, por su parte pretende instalar 6,159 GW en el año 
2030. 
En cuanto a España, el mix energético que se prevé para el año 2020 
estará compuesto de la siguiente manera:
 
Ene
De origen no renovable
Renovable
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Figura 10: Producción de electricidad previsto para el año 2020 en España
Dentro del grupo de las energías renovables, la producción de electricidad 
estaría repartida de la siguiente manera:
Fuente de energía
Biomasa
Geotermia y mareomotriz
Hidráulica
Fotovoltaica
Eólica
 
Figura 11: Producción de electricidad con energía 
Producción de electricidad
16,57%
Producción de electricidad con 
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 32,04% 
 16,02% 
 16,57% 
 34,81% 
renovable en España en el año 2020
18,1
81,9
Renovable
No renovable
0,55%
32,04%
16,02%
34,81%
energías renovables
Biomasa
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Hidráulica
Fotovoltaica
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La producción, en MW, de las distintas fuentes de energías renovables son:
Centrales solares de 
Figura 12: Producción eléctrica, en MW, con energía renovable en España en el año 2020
 
7300
4800
4250
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Geotérmica 50 MW 
Hidráulica 13900 MW 
Mareomotriz 100 MW 
Fotovoltaica 7300 MW 
concentración 
4800 MW 
Eólica 4250 MW 
 
2000
50
13900
100
Producción eléctrica
Biomasa
Geotérmica
Hidráulica
Maremotriz
Fotovoltaica
Centrales solares de 
concentración
Eólica
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2. Estado del arte
2.1. Tecnología de turbinas de corrientes marinas
Para el aprovechamiento de la energía cinética de las distintas
marinas se ha llevado a cabo el diseño de dispositivos simples, semejantes a 
los rotores de las turbinas eólicas, pero en este caso sumergiremos las turbinas 
en el mar a profundidades comprendidas entre 20 y 30 metros.
Se han propuesto tanto tu
vertical con rotores de flujo cruzado.
Las turbinas de eje horizontal, o turbinas de hélice, comprenden un rotor 
con dos o más palas. La turbina puede encontrarse situada bien en una torre 
fijada en el lecho marino, o bien unida a una plataforma flotante.
Las turbinas de eje vertical presentan palas verticales que están situadas 
en un montante sujeto a un árbol vertical. Las palas se encuentran diseñadas 
de tal manera que puedan rotar en la corriente, independie
de esta. Al igual que las turbinas de eje horizontal, las turbinas de eje vertical 
pueden situarse fijadas al lecho marino o unido a un soporte flotante.
Ambos tipos de turbinas pueden situarse sobre el lecho marino, 
previamente arreglado; o bien sobre un sistema flotante con los convenientes 
amarres. Se situará sobre el lecho marino, si nos encontramos en aguas poco 
profundas (20-30 m), mientras que el sistema flotante se empleará tanto en 
aguas como profundas como en aguas profundas (5
Debido a la mayor densidad del agua marina, las turbinas empleadas 
para el aprovechamiento de la energía de las corrientes marinas son de un 
menor tamaño que las empleadas como turbinas eólicas.
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Figura 13: Comparativa entre
2.2. Desarrollo de la tecnología empleada para el 
aprovechamiento de la energía contenida en las 
corrientes 
Hasta el año 1990, la actividad en el campo del aprovechamiento de la 
energía de las corrientes marinas fue relativamente escasa. Se desarrollaron 
únicamente unos pocos de dispositivos. 
En 1980/82 tiene lugar el desarrollo de una turbina para corriente fluvial 
de 3 m de diámetro para 
Figura 14: Turbina para riego, tipo Giromill, 
instalada en Sudán
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
39 
 
 un aerogenerador eólico y una turbina de corrientes marinas para 
obtener 1 MW. 
 
bombear agua de riego en el Nilo. 
 
 
Figura 15: Turbina de Loch
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Durante 1988 funciona una instalación en el lecho marino del estrecho 
de Kurashima (Japón); se trataba de un 
3,5 kW. 
 
Davis desarrolló una turbina de flujo cruzado en 1981, construyó un 
prototipo de 20 kW y estimó que su potencia podría alcanzar los 45 kW. Más 
recientemente se ha instalado 
de 6 m. de diámetro que se espera genere del orden de 50 
corriente de 2,4 m/s. 
 
La primera generación de dispositivos de aprovechamiento de las 
corrientes marinas estaba basada 
de ingeniería y sistemas para lograr una fiabilidad razonable al 
 
En Italia, a finales de 1990 se desarrolló un prototipo de 130 kW que 
utilizaba una turbina de flujo cruzado al fondo (turbina Kobold) de tres palas, 
montada sobre una plataforma flotante de forma c
Este dispositivo se desplegó en el estrecho de Messina cerca de Sicilia, donde 
la velocidad de las corrientes es
resultado del modelo numérico y físico se estima una 
para la turbina Kobold. 
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Figura 16: Turbina vertical Kobold 
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Los objetivos eran los siguientes:
− Verificar las características de solidez, eficacia y bajo mantenimiento 
que se le suponían.
− Desarrollar una nueva tecnología, buscando
todos sus componentes.
− Promover el desarrollo y explotación de la energía de las corrientes 
marinas frente a otras fuentes de energía renovables.
 
Se utilizó una turbina tripala de 6 m de diámetro, con una altura de pala 
de 5 m y cuerda de 0,4 m, trabajando con números de Reynolds variables. 
Cada pala se sostiene con dos brazos, siendo su estructura de acero con unos 
largueros longitudinales y recubiertos de fibra de carbono. Sus características 
eran las siguientes: 
− Sentido de rota
− Valor elevado del par de arranque; se trata de una turbina que puede 
trabajar con una velocidad de corrientes bajas, 1,2 m/s, sin 
necesidad alguna de dispositivos externos que ayuden a hacer girar 
el rotor. 
− Buena eficacia, funcionamiento simple y bajo mantenimiento.
En 1992/93 se lleva a cabo en el Reino Unido la evaluación del recurso 
energético de las corrientes 
20 TW/año aproximadamente, a un coste menor de 0
 
En Loch Linnhe (Escocia) (1994), la Marine Current Turbines S.A. (MCT) 
realiza la instalación de un rotor de 3,5 m de diámetro, de flujo axial, 
suspendido bajo un pontón flotante; con una corriente de velocidad de 2,25 m/s 
se alcanzó una potencia de 15 kW.
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
41 
 
 
 las posibles mejoras en 
 
 
ción independiente de la dirección de la marea.
marinas. Se estimó que era posible una energía de 
,15Euros/kW.
 
Máster 
4/2015 
 
 
 
 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
Los dispositivos de primera generación (CEC, 1996), consistían en 
turbinas medianas, de 10
poco profundas, siendo posiblemente la solución más económica.
Los principales problemas técnicos co
encontrar un ciclo de vida 
que el medio marino donde se trabaja es un medio muy duro
 
Los dispositivos de segunda generación siguen la estela de los 
anteriores, introducen nue
para bajas velocidades, el sistema de cambio de velocidad hidráulico,
Actualmente se están desarrollando nuevos dispositivos, nuevos rotores y 
técnicas de mando, que se
 
En el estuario del Severn, Lynmouth (Devon
corrientes marinas alcanzan una velocidad aproximada de 2,5 m/s, se instaló 
en 2003/04 una turbina bipala de 0,3MW y 11 m de diámetro, montada en una 
torre anclada al fondo, de forma que
asciende a la superficie, 
un aerogenerador eólico, de forma que el flujo de la corriente marina hace girar 
el rotor; el buje del rotor puede orientarse360º alrededor 
sujeto para estar siempre frontal a la corriente. Las pruebas realizadas con el 
Seaflow de 0,3 MW fueron satisfactorias, mejor de lo esperado, habiéndose 
conseguido eficiencias 
disponible.  
 
En el gráfico a continuación se muestra la comparativa entre la energía 
que estaba previsto obtener y la que en verdad se obtuvo. Se puede observar 
que la energía que realmente se obtuvo es superior a la que se esperaba.
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Figura 17: Comparativa entre la energía capturada en el prototipo y la prevista
En 2006 se inicia la 2ª fase, 
generador con dos hélices bipala de 
1 MW, girando entre 10 y 20 rpm, siendo capaz de funcionar con 
en dos sentidos, pudiendo extraer entre 5 y 10 veces más energía por m
un aerogenerador eólico
pequeñas y baratas, al ser el agua 
lo que la energía que porta está más concentrada. El costo 
con esta tecnología es de 10 céntimos de euro/kW, similar al de un generador 
eólico. 
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Figura 18: Proyecto Seaflow 
proyecto Seagen, que consiste en un 
16m de diámetro, que llegarán a producir 
 de la misma potencia, lo que implica má
un fluido mucho más denso que el aire, por 
actual calculado
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La tercera fase consiste en la instalación, para el año 2005/06 de un 
parque de 5 turbinas, capaces de suministrar 5MW.
Los costes de cada 
encuentran recogidos en la siguiente tabla:
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Figura 19: 2º fase proyecto Seagen 
 
 
Figura 20: 3º fase proyecto Seagen 
turbina en las distintas fases del proyecto se 
 
Figura 21: Coste de cada turbina 
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2.3. Tecnologías para el aprovechamiento de las corrientes 
marinas 
2.3.1. Turbinas de eje horizontal
a. Proyecto Seaflow
La empresa MCT 
proyecto Seaflow con el propósito de demostrar que la energía de las mareas 
es una fuente válida para la obtención de electricidad.
El prototipo desarrollado para el proyecto Seaflow
nominal de 300kW. Este prototipo, instalado en la costa oeste de Escocia en 
1994, dispone de una hélice bajo el agua que funciona en un sentido 
exclusivamente. La hélice se encuentra sujeta a una estructura apoyada en el 
fondo marino, aunque el 
de la hélice es transmitido mediante unos engranajes al generador que se 
encuentra situado en la parte de arriba, lo cual permite que el mantenimiento 
sea más fácil.  
El transporte de energía eléctric
efectúa mediante un cable submarino que parte del fondo de la estructura. 
Debido a los buenos resultados que se obtuvieron del prototipo, se 
diseñó un nuevo dispositivo con una potencia nominal de 1 MW con dos héli
que pueden operar en ambos sentidos.
En Abril de 2008, se instaló en la Strangford
el primer generador SeaGen, continuación del proyecto SeaFlow, 
conectándose a la red eléctrica en Julio de ese mismo año. Este generador es 
capaz de generar 1,2 MW al día funcionando entre 18 y 20 horas diarias.
El peso del SeaGen S es de 300 toneladas, cada rotor conduce un 
generador eléctrico a través de una caja de cambios, similar a la empleada en 
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las tecnologías eólica e hidroeléctrica, en
turbina SeaGen S es apta para emplazamientos marinos con profundidades 
mayores a 38 metros, logrando obtener potencia en corrientes de velocidades 
superiores a los 2,4 m/s. Estas turbinas cuentan con una patente gracias a l
cual las palas del rotor pueden ser giradas 180 grados, permitiendo así que 
operen con direcciones de flujo en ambos sentidos. La unidad de potencia de 
cada sistema se montan sobre la extensión del pilote en el que se instalan los 
rotores, para así permi
mantenimiento y acceso.
Toda la infraestructura necesaria para adecuar la electricidad producida 
a la red está contenida dentro del sistema de la turbin
consecuencia, no se precisan acondicionamientos externos de potencia y 
numerosos sistemas SeaGen pueden ser conectados en serie, reduciendo así 
considerablemente el cableado que se necesita.
Durante la puesta en marcha del equipo, se produjo
lo que llevó al daño de las palas de una de las turbinas. Esto provocó que la 
turbina operase a media potencia, consiguiendo la generación a máxima 
potencia en diciembre de 2008.
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Figura 22: Dispositivo SeaGen 
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La licencia de operación del SeaGen es de 5 años, dura
determinaran los impactos marinos precisos mediante el empleo de un 
programa de monitorización medioambiental.
La empresa Marine Current Turbine está llevando al mercado el 
SeaGenS Mk 2, con una potencia de 2MW, para proyectos comerciales 
marinos. Esta turbina incorpora diferentes cambios en el diseño, consiguiendo 
un aumento de la potencia hasta los 2MW con un diámetro de rotor de 20 
metros. 
Otro tipo de turbina está siendo diseñada por esta empresa, la SeaGen 
U. Es una turbina de 3MW sume
emplazamientos de aguas más profundas. Este tipo de turbina utilizará tres 
trasmisiones, derivadas de las empleadas en el SeaGen S, pero serán 
instaladas en una estructura diferente. En este caso un pilote de superficie, 
como el usado en la SeaGen S, no es viable, por lo que se empleará una 
estructura asentada en el fondo marino. Esta estructura está actualmente bajo 
desarrollo y se planea realizar sus pruebas en la Bahía de Fundy.
b. Verdant Power Inc.
La empresa Verdant
de eje horizontal. Verdant
hidroeléctricos y de potencia marina.
Las turbinas son de eje horizontal, con tres palas, instaladas sobre el 
fondo marino completamente s
necesidades energéticas de la zona a la que abastecen, presentando una alta 
eficiencia para un gran rango de velocidades. La velocidad de rotación de la 
turbina es lenta, aproximadamente 35 rpm.
El rotor está conectado a la caja multiplicadora mediante un acoplamiento 
flexible. El árbol de salida de la caja de engranajes se encuentra conectado al 
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 Power Inc. ha diseñado varias turbinas submarinas 
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generador eléctrico. Estos componentes se encuentran encapsulados en una 
góndola aerodinámica impermeable. El dispositi
marino mediante un pilote.
Los sistemas son invisibles desde la costa y no requieren la construcción 
de presas, embalases u otras obras civiles de gran magnitud, por lo tanto, el 
impacto medioambiental que causan es mínimo, 
principales lo que las hace especialmente adecuadas para los países 
desarrollados. 
Figura 23
La tecnología de Verdant
población, desde grandes ciudades a pequeñas poblaciones. Esto permite 
aportar la energía donde es demandada, y también elimina la necesidad de 
grandes líneas de distribución.
Esta compañía inició el proyecto RITE, en la Isla Roosvelt (Nueva York). 
Este proyecto es un primer ejemplo de cómo el sistema de flujo libre de las 
turbinas puede ser escalado de la manera adecuada para emplazarlo 
directamente dentro de un núcleo urbano. El proyecto se basa en la instalación 
de 30 turbinas de 5 metros de diámetro 
del Río Este de Nueva york. Durante la fase dos de este proyecto (2006
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se llevó a cabo la demonstración de los impactos provocados por la instalación 
de esta tecnología mediante sistemas de monitorización.
c. TidEl 
La empresa SMD Hydrovision ha desarrollado el dispositivo TidEl. Este 
dispositivo consiste en un par de turbinas de 500 kW que se montan juntas, por 
lo que el dispositivo es capaz de suministrar 1 MW de potencia con corrientes 
de 2,3 m/s.  
Cada turbina está formada por dos palas de paso fijo de 8 m, las cuales 
se encuentran fijadas a un buje de 2,5 m.
Dicho dispositivo es capaz de flotar y se fija al lecho marino mediante 
una serie de cadenas. Este siste
alineen en la dirección de la corriente más óptima sin necesidad de dispositivos 
externos. 
Al no necesitar una estructura que soporte la instalación, este dispositivo 
puede ser empleado a cualquier profundidad,
profundidad a la cual llega la luz. 
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Figura 24: Dispositivo TidEl 
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Un prototipo de tamaño 1:10 se situó en el National
Centre, en Blyth (Cumbria) obteniéndose buenos resultados frente a 
turbulencias, olas y mareas. El siguiente paso es situar un
prueba de 1 MW durante 12 meses en Orkney.
d. Tidal Generation Ltd.
La empresa Alstom
con una potencia nominal de 1 MW. Esta turbina se sitúa en una estructura de 
trípode sujeta al fondo marino.
La empresa Alstom comenzó el año 2005 el desarrollo del dispositivo 
Todas Generation Ltd., poniendo en funcionamiento en el año 2010 un 
prototipo de 500 kW en el European Marine Energy Centre (EMEC) en Orkney. 
Este ensayo experimental, con una media de 12 
mostro muy buenos resultados.
En el año 2012, la turbina finalizo su periodo de prueba, exportando al 
sistema eléctrico escocés 250 MWh.
En el año 2013, se comenzaron los ensayos con un dispositivo de 1 Mw 
comercial instalado tam
continuado a lo largo de todo ese año y el 2014.
Para el periodo de 2014
de los dispositivos de 1 MW para llegar a producir de 4 a 10 MW.
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Figura 25
 La góndola desarrollada por Alstom se compone de tres palas 
controladas por el rotor. El dispositivo incluye la caja de cambios, el generador 
de inducción, convertidor de frecuencia y el transfo
 Las turbinas exportan a la red eléctrica 6,6, kV a través de un conector 
de 3 fases montado en la base de la turbina.
 Las características de esta turbina son:
Velocidad para obtener la potencia 
máxima nominal
Velocidad de arranque
Velocidad máxima de operación
Potencia eléctrica exportada a la 
red 
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e. Tidal Stream 
Tidal Stream es una asociación que se dedica a promover el desarrollo 
de fuentes de energía renovables.
La innovación introducida por dicha asociación se encuentra en la forma 
de sostener el rotor-transmisión para que este siga el flujo del agua, facilitando 
tanto la instalación como el mantenimiento y haciendo dichas tareas más 
económicas. 
El dispositivo propu
consiste en dos turbinas gemelas con dos rotores de 20 m de diámetro cada 
una. La potencia de los dispositivos varía entre 1 MW y 2 MW, dependiendo de 
la velocidad de la corriente.
Cada rotor gira en la co
sujeción al lecho marino se lleva a cabo con una base de gravedad. Contiene 
mecanismos articulados que facilitan la instalación y desmontaje del aparato.
En el caso de tener profundidades de 60 m, se propone el 
otro par de rotores de 20 m de diámetro, aumentando la potencia nominal hasta 
los 4 MW. 
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f. Rotech Tidal Turbine
La turbina marina Rotech es una turbina bidireccional de eje horizontal 
situada en el interior de un conducto Venturi simétrico. 
Figura 
Este tubo Venturi tiene como función conducir las corrientes
rotor de la turbina para capturar la mayor parte de la energía marina posible y 
así convertirla en electricidad. El empleo de cimentación por gravedad permite 
que este tipo de turbina se instale con mayor rapidez y con poca o ninguna 
preparación previa del lecho marino, en profundidades por encima de los 40 
metros. Esto da una ventaja diferente a la turbina Rotech sobre la mayoría de 
sus competidores y abre la puerta a esta fuente de energía potencial que es 
cinco veces mayor a la disponible con
Los tubos Venturi son los encargados de hacer las veces de soporte, 
incluyendo el rotor, los frenos y el generador. La sección donde se encuentran 
las palas del rotor es extraíble, lo cual permite realizar tareas de m
y reparaciones en la superficie.
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27: Turbina Rotech Tidal Turbine 
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Las dimensiones de estas turbinas son, 20 metros de longitud, 15 metros 
de ancho, 20 metros de alto y 25 metros de calado, con 600 kilogramos de 
peso, y que proporciona una potencia de 1MW.
g. Proyecto GESMEY
Este proyecto de I+D+i que se está llevando a cabo en España se 
encarga del desarrollo de turbinas marinas con una potencia instalada de 
1MWe. 
El proyecto GESMEY está siendo impulsado tecnológicamente por 
SOERMAR y tiene como objetivo el diseño funcional e ind
tipo de generador eléctrico para el aprovechamiento de la energía de las 
corrientes marinas. Como se puede apreciar en la imagen, el equipo de 
generación eléctrica tiene un rotor impulsado por una hélice de tres palas que 
queda sumergida y acoplada al generador.
El sistema de sustentación del equipo GESMEY es muy interesante, 
porque permite reducir los costes de mantenimiento y operación de los 
generadores de corrientes marinas. La su
una estructura en “Y” que lleva instalados en sus esquinas tres flotadores en 
forma de torpedos. 
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GESMEY cuenta con un sistema de inmersión que consiste en la 
inundación del volumen que ocupan los torpedos de la estructu
sustentación, de modo  que  puede trabajar en inmersión a distintas 
profundidades. 
También se requiere un sistema de anclaje al fondo para que la turbina 
de generación de electricidad por aprovechamiento de las corrientes marinas, 
GESMEY, pueda trabajar en el emplazamiento sin derivas (ni traslaciones ni 
rotaciones) que perjudiquen su funcionamiento operativo. 
 
2.3.2. Turbinas de eje vertical
a. Blue Energy 
La turbina de Blue Energy ha sido desarrollada por el ingeniero 
aeroespacial Barry Davis.
 Las cuatro hidroalas de la turbina se unen al árbol del rotor, el cual hace 
girar los engranajes de una multiplicadora para adquirir en el generador 
eléctrico la velocidad adecuada.
 La turbina se sitúa sobre un armazón de hormigón que se encuentra 
anclado al fondo marino. Este armazón permite dirigir el flujo a través de la 
turbina concentrando el recurso, a la vez que soporta los acoplamientos, la caja 
de engranajes y el generador.
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Figura 
Es posible desplega
como los elementos verticales de una valla. Cuando esta configuración se 
emplea para el aprovechamiento de las corrientes marinas se denomina valla 
mareomotriz. Esta construcción permite que la cantida
emplazamiento sea máxima.
 
2.3.3. Generador Stingray
Además de las turbinas de eje vertical y de las turbinas de eje horizontal, 
se han desarrollado otros dispositivos que permitan extraer la energía de las 
corrientes marinas. Uno de 
en el concepto de hidroplano. Este generador ha sido diseñado por la empresa 
Engineering Business. 
Su principio de funcionamiento es el cambio en el ángulo de ataque del 
perfil hidrodinámico. Este cambio 
que puede emplearse para accionar directamente un cilindro hidráulico y 
permitir que el aceite a alta presión fluya hasta un motor hidráulico. Este motor 
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hidráulico, a su vez, acciona un generador eléctrico. La 
generado es transmitida mediante emisarios submarinos.
 
El generador Stingray es un dispositivo que se sitúa sobre el lecho 
marino a profundidades de 100 m, mediante una base metá
estable. 
Engineering Business instaló en el año 2002 un prototipo del generador 
Stingray con una potencia de 150 kW para una velocidad de corriente de 2 m/s.
 
2.4. Centros de prueba para energía marina
Debido al enorme interés que se ha produce a nivel internacional acerca de 
las energías marinas y su desarrollo, se han establecido a lo largo del mundo, 
principalmente en el Reino Unido, Europa continental y Norte América, un gran 
número de centros de pru
El estado actual en el que se encuentra la energía marina favorece un 
margen considerable para su futuro desarrollo y una reducción significativa de 
los costos en el sector. 
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El establecimiento de estos centros 
el desarrollo de los distintos dispositivos empleados para el aprovechamiento 
de la energía marina. Los centros han desarrollado la infraestructura necesaria 
para que los investigadores pudieran llevar a cabo sus inves
Algunos de estos centros de pruebas son:
• European Marine Energy Centre (EMEC)
El Centro Europeo de Energía marina fue inaugurado en el año 2004 
en las Islas de Orkney, Escocia. 
 
En este centro se realizan un gran número de investigaciones y 
pruebas a escala real para equipos de generación mediante 
corrientes y olas.
 
• The Northwest National Marine Renewable Energy Centre 
(NNMREC) 
El Centro Nacional de Energía Renovable Marina del Noroeste fue 
establecido en 2008 en la Universidad de Washington
Estados Unidos.
 
En este centro se desarrolla todo tipo de capacidades para apoyar el 
desarrollo undimotriz y mareomotriz en Estados Unidos.
• The Hawaii National Marine Renewable Energy Centre 
(HINMREC) 
El Centro Nacional de Energía Renovable Mar
pertenece a la Universidad de 
 
El objetivo que se persigue en este centro es el desarrollo en la 
energía térmica del océano, acelerar su desarrollo y realizar las 
pruebas necesarias.
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• Fundy Ocean Research Centre for  Energy (FORCE)
El Centro de Investigación del Océano para Energía de Fundy se 
encuentra ubicado en la bahía de Fundy, Nova Scotia, Canadá.
 
El centro recibe dinero tanto del gobierno local como el nacional, así 
como de los propios desarrolladores y de la empresa Encana 
Corporation, dedicada a la producción, transporte y comercialización 
de gas natural.
 
El objetivo de este centro es el desarrollo de tecnologías 
mareomotrices.
 
• New and Renewable
El centro de Energías Nuevas y Renovables se encuentra ubicado en 
Blyth, al Noreste de Inglaterra.
 
Su objetivo es acelerar la implementación y la integración a la red de 
las tecnologías renovables y la generación de bajas emisiones de 
carbono, mediante el empleo de energía eólica, undimotriz, 
mareomotriz, solar fotovolt
 
• Wave Hub 
El centro se encuentra situado en Cornwall, al Suroeste de Inglaterra.
El centro se encarga de proporcionar una instalación en tierra para 
realizar arreglos en los convertidores de energía undimotriz, después 
de que estos hayan sid
 
 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
59 
 
 
 Energy Centre 
 
aica y termal. 
o probados en otras instalaciones. 
Máster 
4/2015 
 
 
 
 
 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
• Marine Institute
El centro se encuentra ubicado en Galway, Irlanda.
Su objetivo es tanto desarrollar una industria dedicada a la energía 
del océano en Irlanda como apoyar la introducción en el mix 
energético irlandés 
 
• Nissum Brending
El centro fue inaugurado en el año 2000 en Lumfjord, Dinamarca.
 
El centro se dedica a la prueba de dispositivos de energía undimotriz.
 
• Wave Power Project
El centro fue establecido en 2002 en Lys
 
El objetivo del centro es la verificación de las tecnologías básicas 
para la generación eléctrica mediante olas, realizar pruebas de 
arreglos de boyas y realizar un estudio del impacto ambiental de las 
tecnologías probadas.
 
• Florida Atlantic
El Centro de la Universidad Atlántica de Florida para Tecnologías del 
Océano se encuentra ubicado en el sur de Florida, Estados Unidos.
 
El centro se dedica a la investigación, implementación, desarrollo y la 
realización de pruebas de todas las tecnologías para el 
aprovechamiento de la energía de mares y océanos.
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• New England Marine Renewable Energy Centre
El Centro de Energía Renovable Marine de Nueva Inglaterra se 
encuentra ubicado en Massachusetts, Estados
 
En el centro se realiza la investigación, desarrollo y demostraciones 
de la energía undimotriz, mareomotriz y eólica.
 
• Marine Energy Test Centre
El Centro de Pruebas de Energía Marina se encuentra ubicado en 
Karmøy, Noruega.
 
El centro ofrece la 
tecnologías eólicas y undimotriz a distintas profundidades de agua.
Todos estos centros de investigación juegan un papel muy importante en la 
reducción de los costos tanto de dispositivos en las primeras et
prototipos, ya que permiten el desarrollo de distintas tecnologías y la mejora de 
su eficiencia y confiabilidad.
 
2.5. Áreas de interés
Para considerar una localización como un área de interés en cuanto al 
potencial que es posible obtener a partir 
necesario que la velocidad de la corriente marina sea superior a 2 m/2. Del 
trabajo llevado a cabo por Charlier, R.H. podemos concluir que algunas zonas 
con un gran interés son: 
− El Amazonas (América del Sur)
− El Océano Ártico 
− La bahía de Fundy (Canadá) 
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− El Bósforo (Turquía)
− El Canal de la Mancha (Océano Atlántico, entre Francia e Inglaterra)
− El golfo de México
− El estrecho de Gibraltar (España)
− El estrecho de Messina (Italia)
− Sicilia (Italia) 
− El mar de Irlanda
− El Golfo de San Lorenzo (Canadá)
− Las islas Hébridas (Escocia)
− Skagerrak-Kattegat (Entre el Mar del Norte y el Mar Báltico)
− El Estrecho de Magallanes (América del Sur) 
Todas estas zonas pueden ser consideradas como localizaciones especial 
interés a partir de las cuales, dado que conocemos la velocidad en superficie, 
poder realizar el estudio para establecer la velocidad de la corriente en 
profundidad.
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Por lo tanto, dentro de España, la zona en la que nos
estrecho de Gibraltar. En esta zona ya se han realizado diversos estudios y 
existen infraestructuras de ensayo por parte del Centro tecnológico Avanzado 
de Energías Renovables (CTAER) destinadas al aprovechamiento de estas 
corrientes.  
 
2.6. Dispositivos empleados para la determinación de la 
velocidad de las corrientes marinas
Existen en el mercado una amplia gama de dispositivos para realizar la 
medida de la velocidad de una corriente. Estos instrumentos permiten, 
principalmente, medir la v
Algunos de estos dispositivos son:
2.6.1. Boyas derivantes
Las boyas derivantes viajan con la corriente y, al estar provistas de un 
transmisor de radio cuya señal puede recogerse mediante un satélite o un 
receptor a bordo del barco, van indicando su posición a lo largo del tiempo.
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2.6.2. Correntómetros mecánicos
Se utilizan también Correntómetros mecánicos, con un sistema de hélice 
acoplado a un dispositivo registrador que 
modelos más clásicos, o eléctricos, en los más recientes. Estos últimos se 
utilizan cuando se quiere obtener un registro de gran duración, instalándose 
entonces de modo semejante a las cadenas de termistores, provistos de 
una unidad lectora-registradora electrónica.
 
2.6.3. Correntómetros
Otra técnica actual de gran potencia son los 
basados en el eco que las partículas en suspensión en el agua 
de una señal sonora. Esta técnica permite la determinación de perfiles 
verticales de velocidad de resolución espacial y temporal muy superior a los 
correntómetros mecánicos.
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Figura 33: Correntómetro mecánico 
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Figura 34: Correntómetro Doppler 
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3. Modelos hidrodinámicos
Entre los modelos matemáticos que podemos considerar para este 
proyecto son: 
3.1. Modelo BF-HYDRO
El Boundary-Fitted
hidrodinámico bidimensional basado en un sistema de coordenadas esféricas 
dependientes del tiempo. Este modelo ha sido aplicado con éxito en aguas 
costeras y de estuarios. 
La ventaja que presenta este método es que puede ser empleado tanto 
con corrientes barotrópicas como baroclínias, es decir, que puede ser 
empleados independientemente de si
son paralelas o no. 
El modelo resuelve un sistema de ecuaciones diferenciales que 
describen la conservación de masa, movimiento, salinidad y temperatura.
Las ecuaciones, en coordenadas esféricas, para aguas poco pr
son las recogidas a continuación:
1) Ecuación de continuidad vertical promedio

 
 
2) Momento en la dirección 

 
1
 cos 

 
 
3) Momento en la dirección 

 
1
 cos 

 
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 Hydrodynamic Model (BF-Hydro) es un modelo 
 las superficies isobáricas e isopícnicas 
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Donde: 
Φ: Longitud, siendo positiva hacia el este
θ: Latitud, siendo positiva hacia el 
R: Radio de la Tierra
f: Parámetro de Coriolis
U: Velocidad promedio vertical en la dirección 
V: Velocidad promedio vertical en la dirección 
G: Gravedad
ζ: Elevación a nivel de la superficie
D: Profundidad
ρ0: Densidad de referencia 
  !"#: Tensión superficial
  !$%: Tensión en profundidad
Tanto la tensión superficial como la de profundidad se expresan 
empleando leyes cuadráticas de la siguiente manera:
Donde: 
ρa: Densidad del aire
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 )#: Velocidad del viento en la dirección 
)%: Velocidad del viento en la dirección 
Cs: Coeficiente de resistencia en la superficie 
Cd: Coeficiente de resistencia en la profundidad 
La aplicación se ha concretado de forma satisfactoria en diversos 
escenarios, como: 
− El puerto de Nueva York.
− La interconexión del estuario australiano del Rio Nerang con el 
sistema de los Lagos Burleigh.
− La bahía de San Francisco.
− La bahía de Buzzards, en 
 
Figura 35: Patrón de la circulación del viento obtenida para la Bahía de Buzzards
 
De acuerdo con el estudio realizado por S. Sankaranayanan 
(Sankaranarayanan, S. , 2007) 
HYDRO permitió pronosticar las corrientes de baja frecuencia dando unos 
resultados coincidentes con los resultados experimentales excepto para las 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
67 
θ 
Φ 
 
 
 
 
 
Massachusetts. 
 
para la Bahía de Buzzards, el modelo BF
Máster 
4/2015 
 
 
-
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
velocidades norte-sur que no pueden comp
observaciones. 
 
3.2. Modelo LAMFE
El modelo LAMFE es un modelo hidrodinámico que se emplea tanto en 
ríos como en estuarios cuya hidrodinámica presente un patrón verticalmente 
bidimensional, es decir, en aquellos en los que los parámetros de 
agua varíen tanto en la dirección vertical como en la longitudinal, pero que 
permanezcan relativamente homogéneos en la dirección lateral.
Este modelo asume presión hidrostática y la aproximación de 
Boussinesq. Aunque este modelo utiliza coorden
tipo de transformación, puede ajustarse a la topografía del fondo utilizando 
celdas que se adaptan a éste. El resultado es, por lo tanto, un sistema híbrido 
que contiene en el interior celdas rectangulares, mientras que en la su
en las cercanías del fondo, las celdas son irregulares.
La ventaja de este método es que emplea un esquema semi
llamado método de corrección de la superficie libre (FSC method), el cual es 
muy eficiente, siendo muy estable respecto a l
la tensión en la profundidad del rio o estuario. 
Las ecuaciones de gobierno que resuelve este modelo son:
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Donde: 
t: Tiempo 
x: Coordenada horizontal 
z: Coordenada vertical 
u: Componente horizontal de la velocidad
w: Componente vertical de la velocidad
v: Velocidad lateral 
b: Anchura 
p: Presión 
g: Aceleración de la gravedad
η: Superficie libre
ρ0: Densidad de referencia
 !23 : Tensión de cizalladura debido a la fricción sobre la pared 
lateral 
Cw: Coeficiente de fricción sobre la pared 
Ah: Viscosidad de Eddy en la dirección x
Av: Viscosidad de Eddy en la dirección z
c: Concentración
Bh: Difusividad de Eddy en la dirección x
Bv: Difusividad de Eddy en la dirección z
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ρ: Densidad, la cual es funci
temperatura
Ha sido aplicado, por ejemplo, en el estuario del río Alafia, en Florida. El 
objetivo que se perseguía era simular las trayectorias de partículas 
conservativas en ríos estrechos y estuarios que presentaran una 
variable. 
Figura 36: Resultados obtenidos tras la aplicación del modelo LAMFE
En este estuario, el método LAMFE fue aplicado durante un periodo de 
4,5 años, desde el 10 de Mayo de 1999 hasta el 23 de Diciembre de 2003. El
modelo permitió introducir todas las fuerzas significativas que afectan a la 
circulación, excepto el viento, y los patrones de salinidad.
 
3.3. Modelo Dietrich Center for Air Sea Technology (DieCAST)
El modelo DieCAST ha sido desarrollado por el investigador D
Dietrich y deriva del modelo Sandia Ocean
obteniéndose una mayor precisión en la resolución numérica de ecuaciones 
debido al esquema empleado y, por lo tanto, se reduce la difusión numérica.
El modelo DieCAST es un modelo numérico tridimensional de escala 
oceánica en diferencias finitas. Se asume que el flujo es incomprensible, 
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hidrostático y que la aproximación ‘rigid
ecuación es pequeño en comparación 
esquema numérico, es un modelo parcialmente implícito y totalmente 
conservativo. 
Con la aplicación de este modelo se resuelve el movimiento del flujo 
(tanto la componente barotrópica como la baroclínia), incluyendo la a
de Coriolis, la variación de la temperatura debido al intercambio de calor con la 
atmosfera, la variación en la salinidad fruto de la evaporación y por 
precipitación y el efecto de la tensión tangencial en superficie por la acción del 
viento. El modelo proporciona, por lo tanto, series temporales de salinidad, 
temperatura y velocidad (tanto la componente vertical como la horizontal).
El modelo resuelve las ecuaciones que gobiernan la dinámica de los 
fluidos geofísicos como la atmosfera o los océa
derivadas parciales, se obtienen aplicando los principios de conservación de la 
mecánica y la termodinámica a un volumen de fluido. 
No se dispone de una solución general para este conjunto de 
ecuaciones, salvo para ciertos tipos 
por lo tanto no es posible hallar una solución analítica y debe recurrirse a la 
resolución numérica para determinar su solución.
El modelo DieCAST se ha empleado en multitud de estudios y su uso ha 
sido implementado y validado en la simulación de corrientes para diferentes 
regiones, lo cual le confiere una gran ventaja frente a otros métodos unido a la 
baja difusión numérica que presenta. Algunas de estas regiones son:
− El golfo de México.
− La corriente de California.
− El Mar Negro. 
− El Mar Adriático.
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− La cuenca del Atlántico Norte.
− El Mar Mediterráneo.
Figura 37: Resultados obtenidos de la simulación numérica para la energía cinética de la corriente 
 
3.3.1. Modelo MEDiNA
A partir del modelo DieCAST surge el modelo MEDiNA (Mediterranean 
and North Atlantic Model) ante la necesidad de que aplicarlo a las zonas que 
influyen en la circulación del Golfo de Vizcaya, el Mar Mediterráneo y el 
Atlántico Norte. 
El modelo MEDiNA es un modelo numérico 
oceánica en diferencias finitas. El modelo resuelve el movimiento del flujo, tanto 
para la componente barotrópica como la baroclínia, incluyendo los efectos de la 
aceleración de Coriolis, la variación de temperatura debido a la abs
radiación solar y por la emisión de la atmosfera, la variación de la salinidad y el 
efecto de la tensión tangencial en la superficie debido a la acción del viento. 
Al igual que el modelo DieCAST, este modelo proporciona series 
temporales de salinidad, temperatura y velocidad (tanto la componente vertical 
como la horizontal). 
Para la aplicación del modelo MEDiNA, es necesario una serie de 
condiciones iniciales de velocidad, temperatura y salinidad. 
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El modelo MEDiNA ha sido empleado en la tesis de M. Liste 
Muñoz, M., 2009) para la obtención de valores de transporte en diversas 
ubicaciones. La tabla comparativa entre los resultados obtenidos en bibliografía 
y los obtenidos por el modelo MEDiNA 
Figura 38: Comparativa entre valores obtenidos con el modelo ME
 
3.4. Modelo de volumen finito (FVCOM)
El Finite Volume
hidrodinámico desarrollado pa
hidrodinámicos y de transporte en ríos, lagos, estuarios y aguas costeras.
El programa desarrollado permite resolver, de forma simultánea, las 
ecuaciones tridimensionales de movimiento para velocidad y elevación d
superficie, y las ecuaciones de transporte para la temperatura y salinidad en el 
marco de un volumen finito.
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Para representar la geometría horizontal, este modelo utiliza una malla 
triangular, mientras que para la dirección vertical utiliza la coorden
fin de ajustarse mejor a la morfología del fondo.
Al tratarse de un sistema de código abierto a disposición de la 
comunidad, siempre y cuando no se emplee con fines comerciales. La versión 
actual que podemos encontrar cuenta con las siguientes 
componentes: 
Este modelo ha sido empleado en un gran número de experiencias a lo 
largo de los últimos años. Algunas de ellas son:
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Figura 39: Módulos de FVCOM 
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− El estudio de circulación e intercambio entre el Lago Ontari
cuenca Kingston ubicada al noreste de dicho lago.
− El análisis de los procesos que repercuten en el desarrollo de hipoxia 
estacional en la plataforma Louisiana
− El estudio numérico de las asimetrías de marea en el arroyo Okatee, 
en Carolina del
− La simulación de la estratificación salina y de la circulación de marea 
en la región intermareal del estuario del Río Skagit, en Washington.
− El estudio de las fuentes de variabilidad en los patrones de 
circulación presentes en el golfo de Maine. 
− Mecanismos de estudio para la variabilidad estacional del 
disuelto en la bahía de Massachusetts
El modelo empleado en la Bahía de Massachusetts entre los años 1995 
y 2010 para simular la calidad del agua en dicha ubicación permitió tener en 
cuenta tanto modelos bioquímicos como geoquímicos.
El modelo computacional FV COM permite verificar los datos obtenidos 
para el oxígeno disuelto y el nitrógeno presente, permitiendo crear, empleando 
un análisis EOF (Empirical
controlar la variación del 
temporal. 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
75 
 
-Texas. 
 Sur. 
 
 
 
 Orthogonal Function), un modelo que per
oxígeno disuelto tanto de forma espacial como 
Máster 
4/2015 
 
o y la 
 
oxígeno 
mite 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
Figura 40: Porcentaje de saturación obtenido para la Bahía de Massachusetts 
 
3.5. Modelo Regional Ocean Modelling System (ROMS)
El modelo Regional Ocean
de la evolución del modelo SCRUM (S
modelo SCRUM ha llevado a cabo una expansión para incluir una gran 
variedad de opciones tales como: esquemas de adve
algoritmos de gradientes de presión más precisos, diversas parametrizaciones 
a escala de sub-malla y algunos módulos específicos (atmosférico, oceánico, 
bentónico, biológico, etc.).
 
El modelo ROMS se ha empleado en la simulación d
agua en diversas regiones de los océanos del tanto a escala local como de 
cuenca.  
 
Este método se encuentra implementado en un programa informático 
que recoge todas las ecuaciones del método, facilitando su implementación. El 
diagrama seguido por el programa es el siguiente:
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Figura 
 
Algunos de los estudios en los que se ha empleado este método han 
sido: 
− La aplicación a un sistema costero baroclínio con upwelling.
− La búsqueda de la combinación óptima entre algoritmos numéricos, 
paso de tiempo y modo de partición (splitting).
− La simulación de la dinámica oceánica llevada a cabo en el sudeste 
tropical del Atlántico a lo largo de la costa brasileña.
− La simulación numérica
Santos en Ensenada, en B.C. México.
− La investigación sobre los efectos del upwelling en los brotes de 
algas sufridos en la costa occidental de Florida.
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El estudio realizado por A. Moore
visión parcial de algunos de los múltiples usos que puede tener la aplicación 
del método ROMS en oceanografía y describe una nueva herramienta para el 
modelado oceánico disponible para la comunidad.  Algunos de estos usos son 
vectores singulares o la cuantificación anormal de sistemas autónomos.
 
3.6. Modelo Princeton Ocean
El modelo Princeton Ocean
diferencias finitas semi-
temporal y espacial de elevación de superficie, salinidad, temperatura y 
velocidad en función del viento, marea, flotabilidad y fuerzas de Coriolis.
 
El modelo emplea la coordenada sigma en la dirección vertical (para 
ajustarse al lecho marino) y la coordenada ortogonal curvi
dirección horizontal (para ajustarse a la línea costa).
 
Además, resuelve un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales que 
describen la conservación de masa, momento, calor y salinidad en cada 
elemento de la malla. Además, incorpora un sub
provee la viscosidad de remolino y la difusividad de mezclado vertical.
 
El software cuenta con un esquema desarrollado por la Universidad de 
Princeton, al igual que el modelo, que permite trabajar con mallas que 
presentan fenómenos de inundación y secado.
 
La ventaja de este método es que su código de simulación es muy 
potente a la que es de simple funcionamiento por parte del usuario. También es 
un modelo que permite simular un gran rango de problemas.
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
78 
 (Moore, A et al, 2004)
 Model  (POM) 
 Model es un modelo tridimensional de 
implícito que se utiliza para determinar la variación 
 
modelo de segundo orden que 
 
 
Máster 
4/2015 
 
 realiza una 
 
 
línea para la 
 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
El diagrama del código 
encuentra a continuación:
Jorge M. Mesías 
realizar un estudio numérico de la circulación del flujo en Ch
Posteriormente, este modelo fue verificado en el estudio realizado por C. 
Aguirre (Aguirre, C. et al, 
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Figura 42: Estructura modelo POM 
(Mesías, J, et al, 2001)empleo este modelo para 
2014). 
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Figura 43: Mapa de la densidad en superficie. 
Estudio de J. Mesías en 2001
 
 
3.7. Modelo Environmental Fluid Dynamics Code (EFDC)
El modelo Environmental Fluid Dynamics Code (EFDC) es un software 
diseñado para la simulación tridimensional de
biogeoquímicos en aguas superficiales tales como ríos, lagos, estuarios, 
embalses y áreas costeras que utiliza una coordenada vertical sigma y 
coordenadas horizontales curvilíneas ortogonales.
 
La estructura de este modelo se 
principales: 
1) Hidrodinámico.
2) De calidad del agua.
3) De transporte de sedimentos.
4) De tóxicos. 
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Figura 44: Corrientes basadas en temperatura y 
salinidad. Estudio realizado por C. Aguirre en 
2014 
 flujo, transporte y procesos 
 
compone de cuatro módulos 
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El módulo hidrodinámico se compone, a su vez, de otros seis bloques 
que incluyen dinámica (profundidad de agua, velocidad, mezclado, etc.),
trazadores, temperatura, salinidad y vertidos de campo cercano y lejano. Dicho 
módulo se ha visto fortalecido con la introducción de la resistencia de la 
vegetación, los procesos de inundación 
estructura hidráulica, entr
marismas o sistemas de flujo controlado.
Figura 
 
Este modelo proporciona la información hidrodinámica necesaria al 
modelo de calidad de agua WASP, lo cual facilita su uso y le otorga una 
notable ventaja frente a otros modelos hidrodinámicos.
 
Alguno de los estudios donde se ha empleado este modelo son:
− El modelado tridimensional del estuario de Santa Lucía, en la costa 
sur de Florida.
− Para la realización de simulaciones de procesos producidos en 
estuarios que implican fenómenos de inundación
− Para el desarrollo de estudios numéricos de estratificación salina.
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Figura 46: Comparativa entre la elevación de
 
3.8. Modelo COHERENS
El modelo COHERENS es un modelo tridimensional multipropósito de 
diferencias finitas. 
 
Este modelo permite el acoplamiento de distintos submodelos que 
simulan procesos físicos y 
de sedimentos y contaminantes. Las ecuaciones diferenciales para temperatura 
y salinidad no solo representan ecuaciones regulares de advección 
de tipo escalar, sino que incluyen operadores de d
de fuentes y sumideros. 
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Figura 
 
Este software presenta la ventaja de que es un modelo que se encuentra 
muy extendido en cuanto a su uso, de código libre y muy estru
modelo muy transparente debido a su estructura modular y flexible al permitir 
seleccionar el proceso más adecuado entre los que se encuentran implantados 
en el programa. 
 
Algunas de las aplicaciones que ha tenido este modelo han sido:
− El cálculo de las escalas de tiempo de renovación del agua.
− La exploración del ciclo térmico de las aguas costeras.
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− El análisis de los efectos del oleaje en el coeficiente de arrastre, así 
como la longitud de mezclado superficial.
− El estudio de un modelo de plat
 
Figura 48: Comparativa entre los datos obtenidos experimentalmente y los obtenidos del modelo 
COHERENS de la temperatura del agua del mar
 
3.9. Modelo SELFE
El modelo SELFE es un software de código abierto basado en una malla 
triangular y diseñado para la simulación en 3D de circulación baroclínia. 
 
La mejor característica del modelo es que emplea un modelo 
tridimensional semi-implícito Euleriano
resuelve las ecuaciones de Reynolds y de Navier
de masa, momento y salinidad bajo las aproximaciones hidrostática y de 
Boussinesq para obtener elevaciones de superficie libre, velocidad del agua en 
las tres dimensiones y valores de salinidad.
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Figura 
 
Este modelo ha sido empleado, entre otros, en el estudio del tiempo de 
residencia y de la edad de las sustancias que se encuentran disueltas en un 
estuario parcialmente mezclado.
 
La tesis desarrollada por Marta Filipa Gomes 
2012)emplea el modelo ECO
disuelto en el arroyo de Aljezur, Portugal. Este modelo proporciona una mejor 
representación para la concentración de algunos compuestos para cantidades 
muy bajas (variaciones de 1
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(Gomes Rodrigues, M. F., 
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Figura 50: Comparación entre los datos y el resultado del modelo ECO
concentración de oxígeno
 
3.10. Modelo MOHID
El modelo tridimensional MOHID ha demostrado su habilidad para 
simular flujos de estuarios y c
que tratan con lagunas costeras, canales y sistemas de estuarios. El modelo 
resuelve también la ecuación de transporte para salinidad y temperatura.
 
Este modelo asume un equilibrio hidrostático y una aproximació
Boussinesq. Utiliza una aproximación de volumen finito para discretizar la 
ecuaciones, de este modo, la forma discreta de las ecuaciones gobernantes se 
aplica macroscópicamente al volumen de control (celda), lo que hace que las 
ecuaciones sean indepen
permite el uso de una coordenada vertical genérica.
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La ventaja de este software es que permite la integración de diferentes 
herramientas: MOHID agua, MOHID suelo y MOHID tierra, facilitando los casos 
de estudio. 
Figura 
 
El modelo ha demostrado ser capaz de simular flujos de estuarios y 
flujos costeros en numerosas aplicaciones.
En el estudio desarrollado por CCC observamos cómo se emplea el 
MOHID3D en la zona del Atlántico Nororiental. En esta zona, durante la 
primavera, la corriente decrece rápidamente tanto en el borde de la plataforma 
continental como mar adentro, esto se muestra en la teoría de Huthnance. El 
modelo MOHID3D compara los res
los datos obtenidos por Huthnance.
Figura 52: Comparativa entre el modelo teórico y el desarrollado por el programa MOHID 
pendiente de una corriente situada en 39º N
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ultados obtenidos al aplicar su modelo con 
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3.11. Modelo MIKE
El modelo MIKE 3 es un programa desarrollado para  la simulación de 
flujo en estuarios, bahías y zonas costeras y oceánicas.
 
Este modelo emplea un sistema multi
y un sistema de coordenadas rectangulares en la direcci
diferencia de la coordenada sigma que utiliza el mismo número de capas en 
zonas someras y profundas, el sistema multi
capas en las zonas someras que en las zonas profundas. El modelo permite 
también simular la distribución de salinidad y temperatura.
 
Gracias a este modelo, en las aguas costeras de Singapur se ha podido 
demostrar que, tanto las elevaciones de las mareas como la velocidad de las 
corrientes predichas por este modelo, coincidían satisfactoriamente
mediciones de campo realizadas.
 
La ventaja de este modelo frente a otros es la flexibilidad que permite 
adoptar la malla del programa, permitiéndose la representación de geometrías 
complejas.  
 
3.12. Modelos H2D y H2DZ
Tanto el modelo H2D como el H2DZ 
Universidad de Cantabria e implementados en el programa Aqualab.
 
El modelo H2D analiza las corrientes debidas a la onda de marea 
integrando las ecuaciones de onda larga promediadas en vertical. El modelo se 
deriva de las ecuaciones de Navier
dirección alternada para resolver el sis
resuelve cada paso de tiempo, se van obteniendo los valores de velocidad y de 
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 3 
 
-coordenada en la dirección vertical 
ón horizontal. A 
-coordenada permite usar menos 
 
 
 
han sido desarrollados por la 
-Stokes y emplea un método implícito de 
tema de ecuaciones. A medida que se 
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superficie libre en cada punto de la malla de cálculo. Seguido por el cálculo de 
la densidad, al resolver de forma explícita las ecuaciones de
temperatura y salinidad. 
 
El modelo H2DZ realiza un estudio cuasi
debidas al viento. El modelo es para valido para realizar la evaluación del 
campo de velocidades resultado de la acción del viento estacionario en 
dirección y velocidad en zonas de pl
pequeñas. La mecánica operativa para la resolución de este modelo consiste 
en el cálculo de las componentes U y V promediadas en vertical y la posterior 
obtención de la distribución de las componentes de velocidad puntual
profundidad, mediante una aproximación parabólica. En el caso de 
profundidades muy pequeñas podría admitirse que el efecto del viento es 
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Figura 53: Organigrama modelo H2D 
-tridimensional de las corrientes 
ataformas suaves con profundidades 
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totalmente transmitido hasta el fondo, con lo que las ecuaciones de Navier
Stokes de continuidad y cantidad d
 
Además de la ventaja de no suponer un problema en cuanto a idioma al 
tratarse de un software desarrollado en España, el programa permite trabajar 
tanto en 2D como en 3D, al tener integrados ambos modelos. 
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4. Modelo matemático empleado
4.1. Modelo DieCAST
El modelo matemático escogido para el estudio de las corrientes marinas 
es el Modelo DieCAST. 
Las ecuaciones que resuelven el modelo son las de conservación de 
masa, las ecuaciones de Navier
movimiento, la ecuación de conservación de las propiedades escalares (como 
puede ser la salinidad) y la ecuación de estado, asumiendo la aproximación 
hidrostática y la aproximación de Boussinesq.
La aproximación hidrostática considera q
son despreciables frente a la aceleración de la gravedad, por lo que 
consideraremos el movimiento como horizontal, despreciándose el que se 
produzca en a lo largo del eje vertical.
La aproximación de Boussinesq
propiedades del fluido con la temperatura salvo la densidad. Las variaciones de 
densidad no serán consideradas salvo que den lugar a fuerzas gravitatorias.
Las ecuaciones resultantes tras aplicar las simplificaciones, y que es 
posible emplear para su posterior discretización numérica son:
• Ecuación de conservación de la masa
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente u)
.
 
A..B
/ 
A.B
C 
A.0
1
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-Stokes para la conservación de la cantidad de 
 
ue las aceleraciones verticales 
 
 ignora las variaciones de las 
 
 
.
/ 	

C 	
0
1  0 
B   ∙   1&
7
/ 

/ 8E
.
/: 

C 8E
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.
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• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente v)

 
A.B
/ 
AB
C 
A0
1
 
• Ecuación hidrostática
• Ecuación de conservación de propiedades escalares, por ejemplo, la 
salinidad 
@
 
A@.B
/ 
A@
C
 
• Ecuación de estado
Donde: 
u: Componente x del vector velocidad
y: Componente y del vector velocidad
w: Componentes z del vector velocidad.
f: Parámetro de Coriolis
 : Densidad del flujo
g: Gravedad
  E: Viscosidad de remolino en la dirección 
  ?: Viscosidad de remolino en la dirección vertical
  S: Salinidad
p: Presión 
GE: Difusividad de remolino horizontal
  GF: Difusividad de remolino vertical
  T: Temperatura potencial
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4.2. Esquema Leapfrog
El esquema Leapfrog es un esquema num
integración respecto al tiempo se realiza de forma alterna y en tres niveles 
diferentes: un nivel de tiempo anterior (n
un nivel de tiempo actual (n).
Figura 54: Esquema de paso de tiempo para el esquema Leapfrog
La ventaja que presenta este esquema frente a otros, es que mejora el 
error que se produce con otros métodos. Sin embargo, presenta la desventaja 
de que nos hace falta conocer el valor para n
número de datos iniciales. 
4.2.1. Verificación del esquema Leapfrog
Para verificar la idoneidad o no del método Leapfrog para la resolución 
de nuestro modelo matemático y su implementación, resolveremos 
numérico con diferencias finitas 
de los datos para su resolución
El ejemplo número 1 
resolución de la ecuación 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
93 
 
érico explicito en el cual, la 
-1), un nivel de tiempo posterior (n+1) y 
 
-1 también, necesitando un mayor 
 
 
dos ejemplos de los que conocemos además 
, la solución real de estos problema
que hemos resuelto en este trabajo es 
parabólica o del calor de la forma: 
I +./+ 
J.
  
xϵ [0, L] 
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El ejemplo número 2
ecuación hiperbólica o de ondas de la forma
 
El desarrollo seguido para llevar a cabo la resolución de la ecuación 
parabólica e hiperbólica se encuentra detallado en 
comparación realizada entre los valores obtenidos mediante el esquema 
Leapfrog y los valores que han sido obte
podemos concluir que el error que se produce es mínimo, y por lo tanto 
podremos emplearlo a la hora de resolver las ecuaciones propuestas.
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que vamos a emplear será la resolución de la 
 

+ +/+ 
+.
+  
0≤x≤L,  t≥0 
los Anexos I y II.
nido mediante la solución exacta 
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5. Área de aplicación del 
De entre todas las áreas posibles, hemos 
de Gibraltar debido a que es la zona de la península donde observamos una 
mayor velocidad de las corrientes a nivel superficial, debido a lo cual este punto 
ha sido objeto de multitud de estudios que nos permitirán obtener los 
partida para nuestro estudio.
Como podemos ver en las siguientes figuras del mapa de corrientes en 
España desde el 12 de Junio hasta el 16, las mayores velocidades de localizan 
en el Estrecho de Gibraltar.
Figura 55: Mapa de corrientes día 12 de Junio 
de 2015 
 
Figura 57: Mapa de corrientes día 14 de Junio 
de 2015 
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modelo matemático 
decidido escoger el estrecho 
 
 
 
Figura 56: Mapa de corrientes día 13 de Junio 
de 2015 
 
Figura 58: Mapa de corrientes día 15 de Junio 
de 2015 
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Figura 59: Mapa de corrientes día 16 de Junio de 
2015 
Figura 61: Mapa de corrientes día 18 de Junio de 
2015 
 
 El estrecho de Gibraltar es el punto que conexión entre el mar 
Mediterráneo y el océano Atlántico. Se sitúa entre el mar de Alborán y el golfo 
de Cádiz, abarcando desde la línea Gibraltar 
cabo Trafalgar.  
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Figura 60: Mapa de corrientes día 17 de Junio 
de 2015 
 
 
Figura 62: Mapa de corrientes día 19 de Junio 
de 2015 
 
– Ceuta hasta el cabo Espartel 
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Figura 
 Su longitud es de 14,4 km en su parte más estrecha, entre la punta de 
Oliveros (España) y la punta Cires (Marruecos) y de 44 km en la entrada oeste. 
La profundidad varía entre los 280 m en el Umbra
menos de 1000 m en la zona de la Bahía de Algeciras.
 Es una zona donde se alcanzan vientos muy fuertes (entre 40 y 50 
nudos, es decir, vientos de 74 
al relieve del terreno. 
 Se produce el intercambio entre masas de agua relativamente cálidas y 
poco salinas provenientes del Atlántico y aguas más frías y con una mayor 
salinidad que salen del mar Mediterráneo, esto da lugar a la formación de don 
corrientes. La primera es la parte superf
circula de la zona del Atlántico hasta el Mediterráneo. La segunda corriente 
introduce que circula desde la zona del Mediterráneo al Atlántico, esta corriente 
presenta una gran variabilidad sujeta a la estacionalid
previsible. 
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63: Vista aérea del Estrecho de Gibraltar 
l de Camarinal hasta algo 
 
- 93 km/h) cerca del peñón de Gibraltar, debido 
icial (entre la superficie y 100 m) y que 
ad y que no siempre es 
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6. Estimación de las velocidades 
6.1. Adaptación del m
cálculo de las velocidades
Para el desarrollo de este trabajo vamos a considerar que estas 
ecuaciones dependerán exclusivamente de la posición horizontal y el tiempo. 
De tal manera que consideramos constantes parámetros como la viscosidad, la 
densidad, la difusividad, la salinidad y
No habrá movimiento en el eje vertical, de tal manera que:
La presión será la debida únicamente al peso de la columna de agua en 
el punto en el que nos encontremos.
El sistema de coordenadas 
Donde x representa la longitud, la cual aumenta hacia el este; y representará la 
latitud, que aumentará hacia el norte; y z será la profundidad, la cual aumentará 
hacia el fondo. 
Figura 
A partir de la ecuación de conservación de la masa (
ecuación de conservación del momento horizontal (componente u) (
4.2) y la ecuación de conservación del momento horizontal (componente 
(Ecuación 4.3) descritas en apartados anteriores y llevando a estas, se obtiene:
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odelo matemático DieCast para el 
 
 el parámetro de Coriolis.  
0
/ 
0
C 
0
1  0 
 
empleado será el descrito en la figura 54. 
 
64: Sistema de coordenadas escogido 
Ecuación 4.1), la 
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• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente u)
.
  .
.
/  
.
C
• Ecuación de conservación 

  .

/  

C
 
Integrando la ecuación de conservación del momento horizontal 
(componente u) y la ecuación de conservación del momento horizonta
(componente v) 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente u)
.K,L,MNOP  .K,L,MN∆  .K,L,M
.KOP,N
 E .
	R
 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente v)
K,L,MNOP  K,L,MN∆  .K,L,M
KOPN
 E
	R
 
Para el cálculo del parámetro de 
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  ∙   E .
+
/+  E
.+
C+ 	R
.+
1+ 
del momento horizontal (componente v)
  ∙ .  E 
+
/+  E
+
C+ 	R
+
1+ 
L,M  .K,L,MN∆/  K,L,M
.K,LOP,MN  .K,L,MN∆C   ∙ K,L,M
KSP,L,MN  2.K,L,MN  .KOP,L,MN∆/+  E
.K,LOP,MN  2.K,L,MN  .K,LSP,MN∆C+
.K,L,MSPN  2.K,L,MN  .K,L,MOPN∆1+  
,L,M  K,L,MN∆/  K,L,M
K,LOP,MN  K,L,MN∆C   ∙ .K,L,M
KSP,L,MN  2K,L,MN  KOP,L,MN∆/+  E
K,LOP,MN  2K,L,MN  K,LSP,MN∆C+
K,L,MSPN  2K,L,MN  K,L,MOPN∆1+  
Coriolis emplearemos: 
  2ΩUVW 
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Donde: 
: Latitud 
Ω: Velocidad angular de la Tierra
Para la determinación 
horizontal recurriremos a la bibliografía, de donde obtendremos un valor de 
m2/s. 
La viscosidad de remolino en la dirección vertical la determinaremos a 
partir del esquema desarrollado por Pacanowski y Philander. 
F  0,02
Donde: 
 
|)|: Magnitud de la velocidad vertical
 1: Incremento vertical 
Re: Número de Reynolds
Ri: Gradiente del número de Richardson
      Ri= 2,43
0,02: Difusión laminar
  
El valor obtenido para la viscosidad de remolino en la dirección vertical 
será, por lo tanto, 0,60 m
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Ω  7,29 ∙ 10S[sSP 
de la viscosidad de remolino en la dirección 
 
minA10, 100+B  	|)| 1V 
  11  5_ 
 
 
 
 
  
 
2/s. 
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6.2. Consideraciones a tener 
Los datos iniciales de velocidad
gráficas proporcionadas 
Muñoz, M., 2009) 
De todos los posibles valores hemos decidido coger la columna de agua 
correspondiente a 34,7º de latitud, 
mayor número de datos en función de la profundidad
Los intervalos de incrementos finitos 
eje “x”750 m y para el eje 
Se supone que los
y, son muy pequeños y por tanto los
 
6.3. Hipótesis realizadas 
6.3.1. Hipótesis 1
Procederemos a calcular la evolución que experimenta la velocidad con 
el tiempo, por lo que vamos a obtener resultados para distintos incrementos de 
tiempo.  
Para realizar estos cálculos vamos a considerar que la velocidad de 
remolino en la dirección vertical
produce en la dirección horizontal, Ah
de la expresión como 0. 
La expresión que debemos emplear para el cálculo de la velocidad será:
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en cuenta 
 en superficie los obtendremos de las 
por María Liste Muñoz en su tesis doctoral
por ser el punto donde se dispone de 
. 
que vamos a emplear serán para el 
“y” 930 m. 
 datos referidos a la variación de la velocidad en el eje 
 consideraremos próximos a 
y resultados obtenidos 
: Cálculo de la velocidad con el tiempo
, Av, es poco relevante frente a la que se 
, por lo que consideraremos este término 
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• Ecuación de conservación del momento horizo
.K,L,MNOP 	.K,L,MN  E ∙ ∆∆/+ `.KSP,N
 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente v)
K,L,MNOP 	K,L,MN  E ∙ ∆∆/+ `KSP,LN
 
Los datos iniciales que tendremos para el instante inicial n=0, obtenidos 
de las gráficas de la tesis de María Liste Muñoz s
z u 0, 0, k 
0 0,180 
50 0,190 
100 0,200 
150 0,190 
200 0,180 
250 0,170 
300 0,160 
350 0,150 
400 0,140 
450 0,130 
500 0,120 
550 0,110 
600 0,100 
650 0,090 
700 0,080 
750 0,070 
800 0,050 
850 0,040 
900 0,030 
950 0,020 
1000 0,010 
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L,M  2.K,L,MN  .KOP,L,MN a  .K,L,MN ∙ ∆∆/ `.KOP,L,MN  .K,L,MN a   ∙
,M  2K,L,MN  KOP,L,MN a  K,L,MN ∙ ∆∆/ `KOP,L,MN  K,L,MN a   ∙ .
on: 
u 1, 0, k u -1, 0, k v 0, 0, k v 1, 0, k
0,150 0,230 0,230 0,250
0,160 0,240 0,240 0,260
0,170 0,250 0,250 0,270
0,160 0,240 0,240 0,260
0,150 0,230 0,230 0,250
0,140 0,220 0,230 0,250
0,130 0,210 0,220 0,240
0,120 0,200 0,220 0,230
0,110 0,190 0,210 0,220
0,110 0,180 0,210 0,210
0,100 0,170 0,200 0,210
0,100 0,160 0,190 0,200
0,090 0,150 0,170 0,190
0,080 0,140 0,160 0,180
0,070 0,130 0,150 0,160
0,060 0,120 0,140 0,150
0,050 0,100 0,130 0,140
0,040 0,090 0,110 0,120
0,030 0,080 0,090 0,100
0,010 0,070 0,070 0,080
0,010 0,060 0,060 0,070
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K,L,M (6.10) 
 v 
-1, 0, k 
 0,220 
 0,230 
 0,240 
 0,230 
 0,220 
 0,210 
 0,200 
 0,190 
 0,180 
 0,170 
 0,170 
 0,160 
 0,150 
 0,140 
 0,120 
 0,110 
 0,100 
 0,080 
 0,060 
 0,050 
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z u 0, 0, k 
1050 0,010 
1100 0,010 
1150 0,001 
1200 0,001 
1250 0,001 
1300 0,001 
1350 0,001 
1400 0,001 
1450 0,001 
1500 0,001 
1550 0,001 
1600 0,001 
1650 0,001 
1700 0,001 
1750 0,001 
1800 0,001 
1850 0,001 
1900 0,001 
1950 0,001 
2000 0,001 
2050 0,001 
2100 0,001 
2150 0,001 
2200 0,001 
 
a. Resultados con un i
Con un incremento de tiempo de 60 s, obtendremos los siguientes 
resultados: 
z
0
50
100
150
200
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u 1, 0, k u -1, 0, k v 0, 0, k v 1, 0, k
0,010 0,060 0,050 0,060
0,010 0,060 0,040 0,050
0,010 0,050 0,030 0,040
0,010 0,500 0,020 0,040
0,010 0,050 0,010 0,030
0,010 0,001 0,005 0,020
0,010 0,001 0,005 0,020
0,010 0,001 0,005 0,010
0,010 0,001 0,005 0,010
0,001 0,001 0,005 0,005
0,001 0,001 0,001 0,005
0,001 0,001 0,001 0,005
0,001 0,001 0,001 0,005
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,005 0,001
  0,005  
  0,005  
  0,005  
  0,005  
  0,005  
  0,005  
ncremento de tiempo de 60 s
 bc,c,de  fc,c,de  
 0,1802 0,2299 
 0,1902 0,2399 
 0,2002 0,2499 
 0,1902 0,2399 
 0,1802 0,2299 
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-1, 0, k 
 0,040 
 0,040 
 0,030 
 0,200 
 0,010 
 0,005 
 0,005 
 0,005 
 0,005 
 0,005 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
 0,001 
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1900
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2000
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 bc,c,de  fc,c,de  
 0,1701 0,2299 
 0,1601 0,2199 
 0,1501 0,2200 
 0,1401 0,2100 
 0,1300 0,2101 
 0,1200 0,2000 
 0,1099 0,1900 
 0,0999 0,1700 
 0,0899 0,1600 
 0,0799 0,1500 
 0,0699 0,1400 
 0,0499 0,1300 
 0,0399 0,1100 
 0,0299 0,0900 
 0,0200 0,0700 
 0,0100 0,0600 
 0,0100 0,0500 
 0,0100 0,0400 
 0,0010 0,0300 
 0,0010 0,0200 
 0,0010 0,0100 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0010 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
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 bc,c,de  fc,c,de  
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
 0,0010 0,0050 
65: Comparativa velocidad U 60 s 
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
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b. Resultados con un i
Si se considera que el incremento de tiempo es de 1 hora, tendremos los 
siguientes resultados:
z
0
50
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0,0500
0,1000
0,1500
0,2000
0,2500
0,3000
0
V
e
lo
ci
d
a
d
 v
 (
m
/s
)
Comparativa velocidad V 60 s
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
106 
66: Comparativa velocidad V 60 s 
ncremento de tiempo de 3600 s
 
 bc,c,de  fc,c,de  
 0,1901 0,2268 
 0,2008 0,2366 
 0,2114 0,2463 
 0,2008 0,2366 
 0,1901 0,2268 
 0,1786 0,2264 
 0,1679 0,2166 
 0,1565 0,2227 
 0,1458 0,2124 
 0,1287 0,2171 
 0,1185 0,2019 
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
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 bc,c,de  fc,c,de  
 0,1037 0,1916 
 0,0947 0,1679 
 0,0850 0,1581 
 0,0752 0,1508 
 0,0655 0,1406 
 0,0435 0,1300 
 0,0350 0,1098 
 0,0265 0,0895 
 0,0183 0,0699 
 0,0087 0,0603 
 0,0095 0,0503 
 0,0102 0,0409 
 0,0024 0,0307 
 0,0032 0,0213 
 0,0039 0,0113 
 0,0012 0,0060 
 0,0012 0,0060 
 0,0012 0,0054 
 0,0012 0,0054 
 0,0006 0,0051 
 0,0009 0,0013 
 0,0009 0,0013 
 0,0009 0,0013 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0006 0,0046 
 0,0005 0,0045 
 0,0005 0,0045 
 0,0005 0,0045 
 0,0005 0,0045 
 0,0005 0,0045 
 0,0005 0,0045 
Máster 
4/2015 
 
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
Figura 
0,0000
0,0500
0,1000
0,1500
0,2000
0,2500
0
V
e
lo
ci
d
a
d
 u
 (
m
/s
)
Comparativa velocidad U 3600 s 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
108 
67: Comparativa velocidad U 3600 s 
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
Máster 
4/2015 
 
 
n= 0
n= 1
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
Figura 
 
c. Resultados con un i
Si consideramos que el incremento de tiempo que se produce es de 2 
horas, los resultados obtenidos serán: 
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68: Comparativa velocidad V 3600 s 
ncremento de tiempo de 7200 s
 
 bc,c,de  fc,c,de  
 0,2001 0,2236 
 0,2115 0,2331 
 0,2229 0,2427 
 0,2115 0,2331 
 0,2001 0,2236 
 0,1872 0,2227 
 0,1758 0,2131 
 0,1630 0,2254 
 0,1516 0,2149 
 0,1275 0,2243 
 0,1171 0,2038 
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
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 bc,c,de  fc,c,de  
 0,0974 0,1933 
 0,0894 0,1657 
 0,0799 0,1561 
 0,0704 0,1517 
 0,0610 0,1412 
 0,0370 0,1301 
 0,0300 0,1096 
 0,0230 0,0890 
 0,0166 0,0698 
 0,0075 0,0605 
 0,0089 0,0505 
 0,0104 0,0418 
 0,0039 0,0313 
 0,0054 0,0225 
 0,0068 0,0125 
 0,0013 0,0069 
 0,0013 0,0069 
 0,0013 0,0057 
 0,0013 0,0057 
 0,0003 0,0051 
 0,0009 0,0016 
 0,0009 0,0016 
 0,0009 0,0016 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0009 0,0011 
 0,0003 0,0042 
 0,0000 0,0039 
 0,0000 0,0039 
 0,0000 0,0039 
 0,0000 0,0039 
 0,0000 0,0039 
 0,0000 0,0039 
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69: Comparativa velocidad U 7200 s 
70: Comparativa velocidad V 7200 s 
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
500 1000 1500 2000 2500
Profundidad
Máster 
4/2015 
 
 
 
n= 0
n= 1
n= 0
n= 1
  
Máster en Energías Renovables
            Nombre: Lorena Torres Caparrós
 
Estimación de la velocidad de las corrientes marinas con la profundidad
 
 
 
d. Resultados con un i
Considerando que se produce un incremento de tiempo de 3 horas, es 
decir, 10800 s obtendremos:
z
0
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650
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ncremento de tiempo de 10800s
 
 bc,c,de  fc,c,de  
 0,2102 0,2203 
 0,2223 0,2297 
 0,2343 0,2390 
 0,2223 0,2297 
 0,2102 0,2203 
 0,1959 0,2191 
 0,1838 0,2097 
 0,1694 0,2281 
 0,1574 0,2173 
 0,1262 0,2314 
 0,1156 0,2057 
 0,0910 0,1949 
 0,0841 0,1636 
 0,0749 0,1542 
 0,0657 0,1525 
 0,0565 0,1417 
 0,0305 0,1301 
 0,0250 0,1093 
 0,0195 0,0885 
 0,0149 0,0697 
 0,0062 0,0608 
 0,0084 0,0508 
 0,0107 0,0427 
 0,0053 0,0320 
 0,0075 0,0238 
 0,0098 0,0138 
 0,0015 0,0079 
 0,0015 0,0079 
 0,0015 0,0061 
 0,0015 0,0061 
 -0,0001 0,0052 
 0,0008 0,0019 
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 bc,c,de  fc,c,de  
 0,0008 0,0019 
 0,0008 0,0019 
 0,0008 0,0012 
 0,0008 0,0012 
 0,0008 0,0012 
 0,0008 0,0012 
 -0,0001 0,0037 
 -0,0005 0,0034 
 -0,0005 0,0034 
 -0,0005 0,0034 
 -0,0005 0,0034 
 -0,0005 0,0034 
 -0,0005 0,0034 
71: Comparativa velocidad U 10800 s 
1000 1500 2000 2500
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Figura 
Se observa que en un 
producen cambios. 
 
1.1.2. Hipótesis 2: Cálculo de la 
Comparación con datos reales
Como hemos podido observar en la anterior hipótesis, en un intervalo de 
tiempo inferior a una hora apenas se producen cambios. Por esto, para el 
cálculo de la velocidad con la profundidad vamos a c
variación alguna con respecto al tiempo. 
Se supone que no existe variación en 
considerar los términos referidos a este como 
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72: Comparativa velocidad V 10800 s 
intervalo de tiempo inferior a una hora apenas se 
velocidad con la profundidad
 
onsiderar que no existe 
 
el eje “y”, por lo tanto, se puede 
próximos a 0. 
1000 1500 2000 2500
Profundidad
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Partiremos entonces de la siguiente expresión:
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente u)
E 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente v)
E 
 
Las expresiones que 
con la profundidad será: 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente u)
.K,L,MOPN  	2.K,L,MN  .K,L,MSPN  ∆1∆
 ∆1+K,L,M
 
• Ecuación de conservación del momento horizontal (componente v)
K,L,MOPN  	2.K,L,MN  K,L,MSPN  ∆∆
 ∆1+.K,L,M
 
Los datos iniciales los obtendremos de las gráficas de la tesis de María 
Liste Muñoz serán: 
u0, 0, 0 0,18
u0, 0, 1 0,19
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.+
/+  .
.
/  R
.+
1+   ∙  
 
.+
/+  .

/  R
+
1+   ∙ . 
vamos a emplear para el cálculo de la velocidad 
+
/ .K,L,MN `.KOP,L,MN  .K,L,MN a 
∆1+E∆/+ `.KSP,L,MN  2.K,L,MN  .KON
 
1+
/ .K,L,MN `KOP,L,MN  K,L,MN a 
∆1+E∆/+ `KSP,L,MN  2K,L,MN  KON
 
 v0, 0, 0 0,23
 v0, 0, 1 0,24
Máster 
4/2015 
 
 
(6.11) 
 
 
(6.12) 
 
P,L,Ma (6.13) 
 
 
P,L,Ma (6.14) 
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u1, 0, k u-1, 0, k v1, 0, k v-1, 0, k
0,150 0,230 0,250 0,220
0,160 0,240 0,260 0,230
0,170 0,250 0,270 0,240
0,160 0,240 0,260 0,230
0,150 0,230 0,250 0,220
0,140 0,220 0,250 0,210
0,130 0,210 0,240 0,200
0,120 0,200 0,230 0,190
0,110 0,190 0,220 0,180
0,110 0,180 0,210 0,170
0,100 0,170 0,210 0,170
0,100 0,160 0,200 0,160
0,090 0,150 0,190 0,150
0,080 0,140 0,180 0,140
0,070 0,130 0,160 0,120
0,060 0,120 0,150 0,110
0,050 0,100 0,140 0,100
0,040 0,090 0,120 0,080
0,030 0,080 0,100 0,060
0,010 0,070 0,080 0,050
0,010 0,060 0,070 0,050
0,010 0,060 0,060 0,040
0,010 0,060 0,050 0,040
0,010 0,050 0,040 0,030
0,010 0,500 0,040 0,200
0,010 0,050 0,030 0,010
0,010 0,001 0,020 0,005
0,010 0,001 0,020 0,005
0,010 0,001 0,010 0,005
0,010 0,001 0,010 0,005
0,001 0,001 0,005 0,005
0,001 0,001 0,005 0,001
0,001 0,001 0,005 0,001
0,001 0,001 0,005 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
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z 
1850 
1900 
 
1.1.2.1. Resultados
Los resultados obtenido
z u0, 0, k real
0 0,1800 
50 0,1900 
100 0,2000 
150 0,1900 
200 0,1800 
250 0,1700 
300 0,1600 
350 0,1500 
400 0,1400 
450 0,1300 
500 0,1200 
550 0,1100 
600 0,1000 
650 0,0900 
700 0,0800 
750 0,0700 
800 0,0500 
850 0,0400 
900 0,0300 
950 0,0200 
1000 0,0100 
1050 0,0100 
1100 0,0100 
1150 0,0010 
1200 0,0010 
1250 0,0010 
1300 0,0010 
1350 0,0010 
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u1, 0, k u-1, 0, k v1, 0, k v-1, 0, k
0,001 0,001 0,001 0,001
0,001 0,001 0,001 0,001
 
s son: 
 u0, 0, k calculado v0, 0, k real v0, 0, k calculado
0,1800 0,2300 0,2300
0,1900 0,2400 0,2400
0,1925 0,2500 0,2519
0,1921 0,2400 0,2648
0,1841 0,2300 0,2659
0,1684 0,2300 0,2501
0,1487 0,2200 0,2264
0,1295 0,2200 0,2014
0,1140 0,2100 0,1799
0,1030 0,2100 0,1647
0,0992 0,2000 0,1557
0,1006 0,1900 0,1551
0,1072 0,1700 0,1608
0,1148 0,1600 0,1697
0,1183 0,1500 0,1766
0,1136 0,1400 0,1727
0,0996 0,1300 0,1568
0,0794 0,1100 0,1321
0,0569 0,0900 0,1017
0,0348 0,0700 0,0685
0,0129 0,0600 0,0344
-0,0094 0,0500 -0,0017
-0,0362 0,0400 -0,0442
-0,0773 0,0300 -0,1042
-0,1558 0,0200 -0,2097
-0,3478 0,0100 -0,4581
-1,01E+00 0,0050 -1,2968
-5,28E+00 0,0050 -6,6413
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z u0, 0, k real
1400 0,0010 
1450 0,0010 
1500 0,0010 
Figura 73
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 u0, 0, k calculado v0, 0, k real v0, 0, k calculado
-1,03E+02 0,0050 -129,5588
-3,59E+04 0,0050 -4,50E+04
-4,30E+09 0,0050 -5,38E+09
 
: Comparativa velocidad U con la profundidad 
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Figura 74
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: Comparativa velocidad V con la profundidad 
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7. Conclusiones 
• A partir de unas hipótesis sencillas, s
matemático fácil y sencillo 
velocidades de las corrientes con la profundidad y en un instante 
determinado, sin más que conocer los valores iniciales
 
• A la vista de los resultados obten
tiempo sea de varias horas como mínimo para que se pueda apreciar una 
evolución significativa de la velocidad. 
 
• El método desarrollado nos permite conocer con 
velocidad de las corrientes con la profundidad, 
ubicaciones que no sean idóneas 
de energía por corrientes marinas.
 
• El método es válido para profundidades hasta los 1000 m. Por 
esta profundidad, el método comienza a presentar fallos que hacen que 
su uso no sea adecuado.
sistemas de generación de energía por corrientes marinas.
por debajo de la cota mencionada.
 
• El método empleado p
datos precisos de la ubicación en la cual nos encontramos interesados
 
• Como hemos podido ver, la energía procedente de los mares y océanos 
aún necesita un gran desarrollo, en comparación con otro tipo de energías 
renovables. Por ejemplo, de acuerdo con el informe emitido por el REN 
21, durante el año 2013 no se amplió la prod
partir de la energía de mares y océanos, manteniéndose los 0,5 GW 
existentes al principio del año a nivel mundial. Por el otro lado, en mayor o 
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e ha conseguido generar
que nos permite estimar, 
 de las velocidades
idos, es necesario que el intervalo de 
 
cierta aproximación
y por tanto,
para emplazar sistemas de generación 
 
 No obstante, y hasta la fecha, todos los 
 
ermite obtener resultados más exactos
ucción de energía eléctrica a 
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 un modelo 
el campo de 
. 
 la 
 descartar 
encima de 
se encuentran 
 si se utilizan  
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menor medida, el resto de tecnologías sufrió un incremento en la 
producción. 
 
• Como se puede observar a partir del mapa de la Península Ibérica 
incluido en este trabajo, la única zona dentro del territorio español que 
cuenta con el potencial suficiente para poder aprovechar las corrientes es 
la del Estrecho de Gibraltar.
 
• Se puede observar que hay otras zonas de Andalucía, Islas Baleares y 
Mar Mediterráneo que podrían ser de interés también, aunque la 
velocidad en superficie 
Gibraltar. 
 
• La contribución de 
otros tipos de energía como la fotovoltaica o la eólica es 
embargo, es una opción a tener en cuenta ya que, al contrario que otras, 
la energía de las corrientes marinas es previsible.
 
• Una posible línea de investigación
es su extensión a zonas de m
recurrir a software especializado, que permita establecer con mayor 
exactitud la validez de esta zona para la ubicación de turbinas. 
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no es tan constante como en el Estrecho de 
la energía por corrientes marinas en Españ
 
, que puede derivarse de este trabajo
ayor profundidad. Para ello es necesario,
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Anexo I: Resolución de la ecuación parabólica o del 
calor utilizando métodos nu
finitas 
A. Ecuación parabólica o de calor
 Consideraremos la ecuación de calor o ecuación de la difusión 
dependiendo del tiempo de la forma
 
la solución que buscamos obtener verificará las siguientes condiciones de 
frontera: 
y las condiciones iniciales
El primer paso para la obtención de la aproximación numérico será 
discretizar en tiempo y espacio a intervalos definidos.
Para la derivada temporal se toma una aproximación de la forma
Para la derivada espacial se toma una aproximación de la forma
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méricos con diferencias 
 
 
J.
J  I
+.
/+ 
xϵ [0,L] 
u(0,t) = f0(t) 
u(L,t)= fL(t) 
 
u(x, 0)= g(x) 
 
J.
J g
.KNOP  .KN∆  
+.
/+ g I
.KSPN  2.KN  .KOPN∆/+  
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Con esto, podemos llegar a una aproximación de la ecuación parabólica 
de la forma 
.
Es posible reescribir esta ecuación como 
.KNOP  .KN  I∆∆/+ A.KSPN 
 
B. Ejemplo 
Consideraremos el problema:
J.
J 
+.
/+ 
.A0, B  .A1
.A/, 0B  sinA
 
cuya solución exacta es:
Compararemos los resultados que obtendremos a partir de la resolución 
de la ecuación mediante el método de 
a partir de la solución exacta
 
Método 
Euler 
explicito 
u1 0 0,00000 
u1 1 0,05488 
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                                       Curso 201
129 
KNOP  .KN∆  I
.KSPN  2.KN  .KOPN∆/+  
 
2.KN  .KOPN B, i=1,2,3,…, N
 
 /hi0,1j , B  0 
 
k/B 
 
.A/, B  VSlm?U_WAk/B 
Euler explicito con los valores obtenidos 
. 
Solución 
exacta  
Método 
Euler 
explicito 
0,00000 u1 51 0,0000 
0,06999 u1 52 -0,0549 
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Método 
Euler 
explicito 
u1 2 0,10955 
u1 3 0,16381 
u1 4 0,21744 
u1 5 0,27025 
u1 6 0,32204 
u1 7 0,37260 
u1 8 0,42175 
u1 9 0,46930 
u1 10 0,51507 
u1 11 0,55888 
u1 12 0,60058 
u1 13 0,64000 
u1 14 0,67699 
u1 15 0,71141 
u1 16 0,74313 
u1 17 0,77203 
u1 18 0,79801 
u1 19 0,82096 
u1 20 0,84079 
u1 21 0,85744 
u1 22 0,87083 
u1 23 0,88092 
u1 24 0,88767 
u1 25 0,89105 
u1 26 0,89105 
u1 27 0,88767 
u1 28 0,88092 
u1 29 0,87083 
u1 30 0,85744 
u1 31 0,84079 
u1 32 0,82096 
u1 33 0,79801 
u1 34 0,77203 
u1 35 0,74313 
u1 36 0,71141 
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Solución 
exacta  
Método 
Euler 
explicito 
0,13971 u1 53 -0,1096 
0,20887 u1 54 -0,1638 
0,27721 u1 55 -0,2174 
0,34445 u1 56 -0,2703 
0,41034 u1 57 -0,3220 
0,47461 u1 58 -0,3726 
0,53700 u1 59 -0,4217 
0,59727 u1 60 -0,4693 
0,65519 u1 61 -0,5151 
0,71052 u1 62 -0,5589 
0,76305 u1 63 -0,6006 
0,81257 u1 64 -0,6400 
0,85887 u1 65 -0,6770 
0,90179 u1 66 -0,7114 
0,94115 u1 67 -0,7431 
0,97680 u1 68 -0,7720 
1,00859 u1 69 -0,7980 
1,03640 u1 70 -0,8210 
1,06012 u1 71 -0,8408 
1,07966 u1 72 -0,8574 
1,09493 u1 73 -0,8708 
1,10589 u1 74 -0,8809 
1,11248 u1 75 -0,8877 
1,11468 u1 76 -0,8910 
1,11248 u1 77 -0,8910 
1,10589 u1 78 -0,8877 
1,09493 u1 79 -0,8809 
1,07966 u1 80 -0,8708 
1,06012 u1 81 -0,8574 
1,03640 u1 82 -0,8408 
1,00859 u1 83 -0,8210 
0,97680 u1 84 -0,7980 
0,94115 u1 85 -0,7720 
0,90179 u1 86 -0,7431 
0,85887 u1 87 -0,7114 
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Solución 
exacta 
-0,2089 
-0,2772 
-0,3445 
-0,4103 
-0,4746 
-0,5370 
-0,5973 
-0,6552 
-0,7105 
-0,7630 
-0,8126 
-0,8589 
-0,9018 
-0,9412 
-0,9768 
-1,0086 
-1,0364 
-1,0601 
-1,0797 
-1,0949 
-1,1059 
-1,1125 
-1,1147 
-1,1125 
-1,1059 
-1,0949 
-1,0797 
-1,0601 
-1,0364 
-1,0086 
-0,9768 
-0,9412 
-0,9018 
-0,8589 
-0,8126 
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Método 
Euler 
explicito 
u1 37 0,67699 
u1 38 0,64000 
u1 39 0,60058 
u1 40 0,55888 
u1 41 0,51507 
u1 42 0,46930 
u1 43 0,42175 
u1 44 0,37260 
u1 45 0,32204 
u1 46 0,27025 
u1 47 0,21744 
u1 48 0,16381 
u1 49 0,10955 
u1 50 0,05488 
 
Figura 75: Comparación método Euler
 
-1,50000
-1,00000
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Solución 
exacta  
Método 
Euler 
explicito 
0,81257 u1 88 -0,6770 
0,76305 u1 89 -0,6400 
0,71052 u1 90 -0,6006 
0,65519 u1 91 -0,5589 
0,59727 u1 92 -0,5151 
0,53700 u1 93 -0,4693 
0,47461 u1 94 -0,4217 
0,41034 u1 95 -0,3726 
0,34445 u1 96 -0,3220 
0,27721 u1 97 -0,2703 
0,20887 u1 98 -0,2174 
0,13971 u1 99 -0,1638 
0,06999 u1 100 -0,1096 
0,00000   
-valores reales tiempo=1
 
40 60 80 100 120
tiempo=1
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Solución 
exacta 
-0,7630 
-0,7105 
-0,6552 
-0,5973 
-0,5370 
-0,4746 
-0,4103 
-0,3445 
-0,2772 
-0,2089 
-0,1397 
-0,0700 
0,0000 
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 Método 
Euler 
explicito 
u2 0 0,00000 
u2 1 0,04892 
u2 2 0,14603 
u2 3 0,19384 
u2 4 0,24092 
u2 5 0,28708 
u2 6 0,33216 
u2 7 0,37598 
u2 8 0,41836 
u2 9 0,45917 
u2 10 0,49823 
u2 11 0,53540 
u2 12 0,57054 
u2 13 0,60351 
u2 14 0,63420 
u2 15 0,66248 
u2 16 0,68824 
u2 17 0,71140 
u2 18 0,73186 
u2 19 0,74954 
u2 20 0,76438 
u2 21 0,77632 
u2 22 0,78531 
u2 23 0,79133 
u2 24 0,79434 
u2 25 0,79434 
u2 26 0,79133 
u2 27 0,78531 
u2 28 0,77632 
u2 29 0,76438 
u2 30 0,74954 
u2 31 0,73186 
u2 32 0,71140 
u2 33 0,68824 
u2 34 0,66248 
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Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
0,00000 u2 51 -0,04892 
0,07802 u2 52 -0,09766 
0,15573 u2 53 -0,14603 
0,23282 u2 54 -0,19384 
0,30900 u2 55 -0,24092 
0,38396 u2 56 -0,28708 
0,45740 u2 57 -0,33216 
0,52903 u2 58 -0,37598 
0,59858 u2 59 -0,41836 
0,66577 u2 60 -0,45917 
0,73033 u2 61 -0,49823 
0,79200 u2 62 -0,53540 
0,85055 u2 63 -0,57054 
0,90575 u2 64 -0,60351 
0,95737 u2 65 -0,63420 
1,00521 u2 66 -0,66248 
1,04908 u2 67 -0,68824 
1,08882 u2 68 -0,71140 
1,12425 u2 69 -0,73186 
1,15525 u2 70 -0,74954 
1,18169 u2 71 -0,76438 
1,20347 u2 72 -0,77632 
1,22050 u2 73 -0,78531 
1,23271 u2 74 -0,79133 
1,24006 u2 75 -0,79434 
1,24251 u2 76 -0,79434 
1,24006 u2 77 -0,79133 
1,23271 u2 78 -0,78531 
1,22050 u2 79 -0,77632 
1,20347 u2 80 -0,76438 
1,18169 u2 81 -0,74954 
1,15525 u2 82 -0,73186 
1,12425 u2 83 -0,71140 
1,08882 u2 84 -0,68824 
1,04908 u2 85 -0,66248 
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Solución 
exacta 
-0,07802 
-0,15573 
-0,23282 
-0,30900 
-0,38396 
-0,45740 
-0,52903 
-0,59858 
-0,66577 
-0,73033 
-0,79200 
-0,85055 
-0,90575 
-0,95737 
-1,00521 
-1,04908 
-1,08882 
-1,12425 
-1,15525 
-1,18169 
-1,20347 
-1,22050 
-1,23271 
-1,24006 
-1,24251 
-1,24006 
-1,23271 
-1,22050 
-1,20347 
-1,18169 
-1,15525 
-1,12425 
-1,08882 
-1,04908 
-1,00521 
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 Método 
Euler 
explicito 
u2 35 0,63420 
u2 36 0,60351 
u2 37 0,57054 
u2 38 0,53540 
u2 39 0,49823 
u2 40 0,45917 
u2 41 0,41836 
u2 42 0,37598 
u2 43 0,33216 
u2 44 0,28708 
u2 45 0,24092 
u2 46 0,19384 
u2 47 0,14603 
u2 48 0,09766 
u2 49 0,04892 
u2 50 0,00000 
 
Figura 76: Comparación método Euler
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Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
1,00521 u2 86 -0,63420 
0,95737 u2 87 -0,60351 
0,90575 u2 88 -0,57054 
0,85055 u2 89 -0,53540 
0,79200 u2 90 -0,49823 
0,73033 u2 91 -0,45917 
0,66577 u2 92 -0,41836 
0,59858 u2 93 -0,37598 
0,52903 u2 94 -0,33216 
0,45740 u2 95 -0,28708 
0,38396 u2 96 -0,24092 
0,30900 u2 97 -0,19384 
0,23282 u2 98 -0,14603 
0,15573 u2 99 -0,09766 
0,07802 u2 100 -50,44202 
0,00000   
-valores reales tiempo=2
40 60 80 100 120
tiempo=2
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Solución 
exacta 
-0,95737 
-0,90575 
-0,85055 
-0,79200 
-0,73033 
-0,66577 
-0,59858 
-0,52903 
-0,45740 
-0,38396 
-0,30900 
-0,23282 
-0,15573 
-0,07802 
0,00000 
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Valores reales
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 Método 
Euler 
explicito 
u3 0 0,00000 
u3 1 1,42745 
u3 2 
-1,26426 
u3 3 0,17280 
u3 4 0,21477 
u3 5 0,25593 
u3 6 0,29611 
u3 7 0,33517 
u3 8 0,37296 
u3 9 0,40933 
u3 10 0,44415 
u3 11 0,47729 
u3 12 0,50862 
u3 13 0,53801 
u3 14 0,56537 
u3 15 0,59058 
u3 16 0,61355 
u3 17 0,63419 
u3 18 0,65243 
u3 19 0,66819 
u3 20 0,68142 
u3 21 0,69206 
u3 22 0,70008 
u3 23 0,70544 
u3 24 0,70813 
u3 25 0,70813 
u3 26 0,70544 
u3 27 0,70008 
u3 28 0,69206 
u3 29 0,68142 
u3 30 0,66819 
u3 31 0,65243 
u3 32 0,63419 
u3 33 0,61355 
u3 34 0,59058 
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                                       Curso 201
134 
Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
0,00000 u3 51 -0,04361 
0,08696 u3 52 -0,08706 
0,17359 u3 53 -0,13018 
0,25952 u3 54 -0,17280 
0,34443 u3 55 -0,21477 
0,42799 u3 56 -0,25593 
0,50985 u3 57 -0,29611 
0,58970 u3 58 -0,33517 
0,66723 u3 59 -0,37296 
0,74212 u3 60 -0,40933 
0,81408 u3 61 -0,44415 
0,88283 u3 62 -0,47729 
0,94809 u3 63 -0,50862 
1,00962 u3 64 -0,53801 
1,06716 u3 65 -0,56537 
1,12048 u3 66 -0,59058 
1,16939 u3 67 -0,61355 
1,21368 u3 68 -0,63419 
1,25318 u3 69 -0,65243 
1,28774 u3 70 -0,66819 
1,31721 u3 71 -0,68142 
1,34148 u3 72 -0,69206 
1,36046 u3 73 -0,70008 
1,37407 u3 74 -0,70544 
1,38226 u3 75 -0,70813 
1,38500 u3 76 -0,70813 
1,38226 u3 77 -0,70544 
1,37407 u3 78 -0,70008 
1,36046 u3 79 -0,69206 
1,34148 u3 80 -0,68142 
1,31721 u3 81 -0,66819 
1,28774 u3 82 -0,65243 
1,25318 u3 83 -0,63419 
1,21368 u3 84 -0,61355 
1,16939 u3 85 -0,59058 
Máster 
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Solución 
exacta 
-0,08696 
-0,17359 
-0,25952 
-0,34443 
-0,42799 
-0,50985 
-0,58970 
-0,66723 
-0,74212 
-0,81408 
-0,88283 
-0,94809 
-1,00962 
-1,06716 
-1,12048 
-1,16939 
-1,21368 
-1,25318 
-1,28774 
-1,31721 
-1,34148 
-1,36046 
-1,37407 
-1,38226 
-1,38500 
-1,38226 
-1,37407 
-1,36046 
-1,34148 
-1,31721 
-1,28774 
-1,25318 
-1,21368 
-1,16939 
-1,12048 
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 Método 
Euler 
explicito 
u3 35 0,56537 
u3 36 0,53801 
u3 37 0,50862 
u3 38 0,47729 
u3 39 0,44415 
u3 40 0,40933 
u3 41 0,37296 
u3 42 0,33517 
u3 43 0,29611 
u3 44 0,25593 
u3 45 0,21477 
u3 46 0,17280 
u3 47 0,13018 
u3 48 0,08706 
u3 49 0,04361 
u3 50 0,00000 
 
Figura 77: Comparación método Euler
 
 
-2,00000
-1,50000
-1,00000
-0,50000
0,00000
0,50000
1,00000
1,50000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
135 
Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
1,12048 u3 86 -0,56537 
1,06716 u3 87 -0,53801 
1,00962 u3 88 -0,50862 
0,94809 u3 89 -0,47729 
0,88283 u3 90 -0,44415 
0,81408 u3 91 -0,40933 
0,74212 u3 92 -0,37296 
0,66723 u3 93 -0,33517 
0,58970 u3 94 -0,29611 
0,50985 u3 95 -0,25593 
0,42799 u3 96 -0,21477 
0,34443 u3 97 -0,17280 
0,25952 u3 98 -0,13018 
0,17359 u3 99 -1,44E+03 
0,08696 u3 100 5,62E+03 
0,00000   
-valores reales tiempo=3
40 60 80 100 120
tiempo=3
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Solución 
exacta 
-1,06716 
-1,00962 
-0,94809 
-0,88283 
-0,81408 
-0,74212 
-0,66723 
-0,58970 
-0,50985 
-0,42799 
-0,34443 
-0,25952 
-0,17359 
-0,08696 
0,00000 
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 Método 
Euler 
explicito 
u4 0 0,00000 
u4 1 
-116,4260 
u4 2 116,86418 
u4 3 
-39,74226 
u4 4 0,19146 
u4 5 0,22815 
u4 6 0,26397 
u4 7 0,29879 
u4 8 0,33248 
u4 9 0,36491 
u4 10 0,39595 
u4 11 0,42549 
u4 12 0,45341 
u4 13 0,47962 
u4 14 0,50401 
u4 15 0,52648 
u4 16 0,54696 
u4 17 0,56536 
u4 18 0,58162 
u4 19 0,59567 
u4 20 0,60746 
u4 21 0,61695 
u4 22 0,62410 
u4 23 0,62888 
u4 24 0,63127 
u4 25 0,63127 
u4 26 0,62888 
u4 27 0,62410 
u4 28 0,61695 
u4 29 0,60746 
u4 30 0,59567 
u4 31 0,58162 
u4 32 0,56536 
u4 33 0,54696 
u4 34 0,52648 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
136 
Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
0,00000 u4 51 -0,03888 
0,09694 u4 52 -0,07761 
0,19349 u4 53 -0,11605 
0,28928 u4 54 -0,15405 
0,38393 u4 55 -0,19146 
0,47707 u4 56 -0,22815 
0,56832 u4 57 -0,26397 
0,65733 u4 58 -0,29879 
0,74374 u4 59 -0,33248 
0,82722 u4 60 -0,36491 
0,90744 u4 61 -0,39595 
0,98407 u4 62 -0,42549 
1,05682 u4 63 -0,45341 
1,12540 u4 64 -0,47962 
1,18954 u4 65 -0,50401 
1,24898 u4 66 -0,52648 
1,30349 u4 67 -0,54696 
1,35286 u4 68 -0,56536 
1,39689 u4 69 -0,58162 
1,43541 u4 70 -0,59567 
1,46826 u4 71 -0,60746 
1,49532 u4 72 -0,61695 
1,51648 u4 73 -0,62410 
1,53165 u4 74 -0,62888 
1,54078 u4 75 -0,63127 
1,54382 u4 76 -0,63127 
1,54078 u4 77 -0,62888 
1,53165 u4 78 -0,62410 
1,51648 u4 79 -0,61695 
1,49532 u4 80 -0,60746 
1,46826 u4 81 -0,59567 
1,43541 u4 82 -0,58162 
1,39689 u4 83 -0,56536 
1,35286 u4 84 -0,54696 
1,30349 u4 85 -0,52648 
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Solución 
exacta 
-0,09694 
-0,19349 
-0,28928 
-0,38393 
-0,47707 
-0,56832 
-0,65733 
-0,74374 
-0,82722 
-0,90744 
-0,98407 
-1,05682 
-1,12540 
-1,18954 
-1,24898 
-1,30349 
-1,35286 
-1,39689 
-1,43541 
-1,46826 
-1,49532 
-1,51648 
-1,53165 
-1,54078 
-1,54382 
-1,54078 
-1,53165 
-1,51648 
-1,49532 
-1,46826 
-1,43541 
-1,39689 
-1,35286 
-1,30349 
-1,24898 
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 Método 
Euler 
explicito 
u4 35 0,50401 
u4 36 0,47962 
u4 37 0,45341 
u4 38 0,42549 
u4 39 0,39595 
u4 40 0,36491 
u4 41 0,33248 
u4 42 0,29879 
u4 43 0,26397 
u4 44 0,22815 
u4 45 0,19146 
u4 46 0,15405 
u4 47 0,11605 
u4 48 0,07761 
u4 49 0,03888 
u4 50 0,00000 
 
Figura 78: Comparación método Euler
 
-2,00000
-1,50000
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2,00000
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.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
137 
Solución 
exacta 
 Método 
Euler 
explicito 
1,24898 u4 86 -0,50401 
1,18954 u4 87 -0,47962 
1,12540 u4 88 -0,45341 
1,05682 u4 89 -0,42549 
0,98407 u4 90 -0,39595 
0,90744 u4 91 -0,36491 
0,82722 u4 92 -0,33248 
0,74374 u4 93 -0,29879 
0,65733 u4 94 -0,26397 
0,56832 u4 95 -0,22815 
0,47707 u4 96 -0,19146 
0,38393 u4 97 -0,15405 
0,28928 u4 98 -4,13E+04 
0,19349 u4 99 2,42E+05 
0,09694 u4 100 -5,55E+05 
0,00000   
-valores reales tiempo=4
40 60 80 100 120
tiempo=4
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Solución 
exacta 
-1,18954 
-1,12540 
-1,05682 
-0,98407 
-0,90744 
-0,82722 
-0,74374 
-0,65733 
-0,56832 
-0,47707 
-0,38393 
-0,28928 
-0,19349 
-0,09694 
0,00000 
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Valores reales
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Método 
Euler 
explicito 
u5 0 0,00000 
u5 1 9,89E+03 
u5 2 -1,10E+04 
u5 3 5,58E+03 
u5 4 -1,14E+03 
u5 5 0,20339 
u5 6 0,23532 
u5 7 0,26637 
u5 8 0,29640 
u5 9 0,32530 
u5 10 0,35298 
u5 11 0,37931 
u5 12 0,40421 
u5 13 0,42757 
u5 14 0,44931 
u5 15 0,46934 
u5 16 0,48760 
u5 17 0,50400 
u5 18 0,51850 
u5 19 0,53102 
u5 20 0,54154 
u5 21 0,54999 
u5 22 0,55637 
u5 23 0,56063 
u5 24 0,56276 
u5 25 0,56276 
u5 26 0,56063 
u5 27 0,55637 
u5 28 0,54999 
u5 29 0,54154 
u5 30 0,53102 
u5 31 0,51850 
u5 32 0,50400 
u5 33 0,48760 
u5 34 0,46934 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
138 
Solución 
exacta  
Método 
Euler 
explicito 
0,00000 u5 51 -0,03466 
0,10805 u5 52 -0,06919 
0,21568 u5 53 -0,10346 
0,32246 u5 54 -0,13733 
0,42796 u5 55 -0,17068 
0,53178 u5 56 -0,20339 
0,63349 u5 57 -0,23532 
0,73271 u5 58 -0,26637 
0,82903 u5 59 -0,29640 
0,92209 u5 60 -0,32530 
1,01150 u5 61 -0,35298 
1,09692 u5 62 -0,37931 
1,17801 u5 63 -0,40421 
1,25446 u5 64 -0,42757 
1,32595 u5 65 -0,44931 
1,39221 u5 66 -0,46934 
1,45298 u5 67 -0,48760 
1,50801 u5 68 -0,50400 
1,55709 u5 69 -0,51850 
1,60002 u5 70 -0,53102 
1,63664 u5 71 -0,54153 
1,66680 u5 72 -0,54999 
1,69039 u5 73 -0,55637 
1,70730 u5 74 -0,56063 
1,71747 u5 75 -0,56276 
1,72087 u5 76 -0,56276 
1,71747 u5 77 -0,56063 
1,70730 u5 78 -0,55637 
1,69039 u5 79 -0,54999 
1,66680 u5 80 -0,54154 
1,63664 u5 81 -0,53102 
1,60002 u5 82 -0,51850 
1,55709 u5 83 -0,50400 
1,50801 u5 84 -0,48760 
1,45298 u5 85 -0,46934 
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Solución 
exacta 
-0,10805 
-0,21568 
-0,32246 
-0,42796 
-0,53178 
-0,63349 
-0,73271 
-0,82903 
-0,92209 
-1,01150 
-1,09692 
-1,17801 
-1,25446 
-1,32595 
-1,39221 
-1,45298 
-1,50801 
-1,55709 
-1,60002 
-1,63664 
-1,66680 
-1,69039 
-1,70730 
-1,71747 
-1,72087 
-1,71747 
-1,70730 
-1,69039 
-1,66680 
-1,63664 
-1,60002 
-1,55709 
-1,50801 
-1,45298 
-1,39221 
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Método 
Euler 
explicito 
u5 35 0,44931 
u5 36 0,42757 
u5 37 0,40421 
u5 38 0,37931 
u5 39 0,35298 
u5 40 0,32530 
u5 41 0,29640 
u5 42 0,26637 
u5 43 0,23532 
u5 44 0,20339 
u5 45 0,17068 
u5 46 0,13733 
u5 47 0,10346 
u5 48 0,06919 
u5 49 0,03466 
u5 50 0,00000 
 
Figura 79: Comparación método Euler
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.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
139 
Solución 
exacta  
Método 
Euler 
explicito 
1,39221 u5 86 -0,44931 
1,32595 u5 87 -0,42757 
1,25446 u5 88 -0,40420 
1,17801 u5 89 -0,37931 
1,09692 u5 90 -0,35297 
1,01150 u5 91 -0,32530 
0,92209 u5 92 -0,29640 
0,82903 u5 93 -0,26636 
0,73271 u5 94 -0,23533 
0,63349 u5 95 -0,20339 
0,53178 u5 96 -0,17068 
0,42796 u5 97 -1,18E+06 
0,32246 u5 98 9,24E+06 
0,21568 u5 99 -3,07E+07 
0,10805 u5 100 5,39E+07 
0,00000   
-valores reales tiempo=5
40 60 80 100 120
tiempo=5
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Solución 
exacta 
-1,32595 
-1,25446 
-1,17801 
-1,09692 
-1,01150 
-0,92209 
-0,82903 
-0,73271 
-0,63349 
-0,53178 
-0,42796 
-0,32246 
-0,21568 
-0,10805 
0,00000 
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Se puede observar que este método es válido 
cortos, por encima de este valor se producirá una gran desviación. Deberemos 
buscar un método que permita resolver con mayor exactitud nuestro modelo.
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para espacios de tiempo 
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Anexo II: Resolución de la ecuación hiperbólica o de 
ondas utilizando métodos numéricos con diferencias 
finitas. 
A. Ecuación hiperbólica o de ondas
Vamos a considerar una ecuación hiperbólica o de ondas de la forma
 
las condiciones de contorno que vamos a considerar 
y las condiciones iniciales
u(x,0)= f(x),  
El primer paso para poder obtener una aproximación numérica que nos 
permita resolver la ecuación será discretizar tanto en tiempo como en espacio 
con unos intervalos definidos.
Se puede tomar una aproximación para la derivada temporal de la forma


y para la derivada espacial
De esta forma, podemos llegar a una aproximación para la ecuación 
hiperbólica de la forma  
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
141 
 

+ +./+ 
+.
+  
0≤x≤L,  t≥0
serán: 
u (0, t) = u (L, t)=0 
 
δn
δo At, 0B  gAxB, 0≤x≤L 
 
+.
+ A/K, NB g .K
NSP  2.KN  .KNOP∆+  
 
+.
/+ A/K , NB g
.KSPN  2.KN  .KOPN∆/+  
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+ .KSN
Esta ecuación puede reescribirse como
.KNOP  2.KN r
para i=1,… Nx 
Los valores para el instante inicial, el correspondiente a n=0, se pueden 
obtener a partir de la condición inicial. Sin embargo, también son necesarios los 
valores para el instante n=1. Estos valores se pueden obtener empleando la 
siguiente condición: 
Es decir, 
B. Ejemplo 
El ejemplo que vamos a resolver será:
Considerando la siguiente ecuación hiperbólica con condiciones iniciales y de
frontera 
 
 
.    Trabajo Fin de 
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P  2.KN  .KOPN∆/+ 
.KNSP  2.KN  .KNOP∆+  
 
1  
+∆+∆/+ s  A.KSPN  .KOPN B r

+∆+
∆/+ s  .KN
tu
t? A/, 0B   A/B,	 0≤x≤l 
.
 A/K, 0B g
.KP  .K&∆   A/KB 
.KP  .K&  ∆ ∙  A/KB,    i=1,…N 
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+.
/+ 
.A0, 
.A/, 0
.′A/, 0
 
La solución exacta para esta ecuación es:
.A/, B 
Una vez resuelta la ecuación mediante el esquema Leapfrog 
siguientes resultados, que compararemos con los obtenidos a partir de la 
solución exacta. 
 Esquema 
Leapfrog 
u1 0 0,00000 
u1 1 0,00000 
u1 2 0,21927 
u1 3 0,32771 
u1 4 0,43473 
u1 5 0,53986 
u1 6 0,64268 
u1 7 0,74274 
u1 8 0,83965 
u1 9 0,93304 
u1 10 1,02254 
u1 11 1,10785 
u1 12 1,18866 
u1 13 1,26474 
u1 14 1,33585 
u1 15 1,40183 
u1 16 1,46252 
.    Trabajo Fin de 
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+.
+  
 B  .A1, B  0 
 
B  sinAk/B  12 sinA3k/B 
 B  0 
 
/h
 
2 cosAkBsin	Ak/B  12 cos	A3kBsinA3k/B 
obtenemos los 
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
0,00000 u1 51 1,50123 
0,00000 u1 52 1,50491 
0,21879 u1 53 1,51098 
0,32700 u1 54 1,51934 
0,43379 u1 55 1,52987 
0,53870 u1 56 1,54241 
0,64130 u1 57 1,55676 
0,74116 u1 58 1,57268 
0,83789 u1 59 1,58993 
0,93110 u1 60 1,60822 
1,02044 u1 61 1,62724 
1,10560 u1 62 1,64666 
1,18629 u1 63 1,66614 
1,26226 u1 64 1,68531 
1,33328 u1 65 1,70380 
1,39919 u1 66 1,72122 
1,45983 u1 67 1,73719 
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i0,1j 
Solución 
exacta 
1,50245 
1,50610 
1,51213 
1,52043 
1,53088 
1,54331 
1,55755 
1,57334 
1,59045 
1,60859 
1,62744 
1,64669 
1,66599 
1,68497 
1,70326 
1,72049 
1,73627 
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 Esquema 
Leapfrog 
u1 17 1,51784 
u1 18 1,56771 
u1 19 1,61213 
u1 20 1,65110 
u1 21 1,68469 
u1 22 1,71300 
u1 23 1,73616 
u1 24 1,75435 
u1 25 1,76777 
u1 26 1,77665 
u1 27 1,78126 
u1 28 1,78190 
u1 29 1,77888 
u1 30 1,77254 
u1 31 1,76323 
u1 32 1,75132 
u1 33 1,73719 
u1 34 1,72122 
u1 35 1,70380 
u1 36 1,68531 
u1 37 1,66614 
u1 38 1,64666 
u1 39 1,62724 
u1 40 1,60822 
u1 41 1,58993 
u1 42 1,57268 
u1 43 1,55676 
u1 44 1,54241 
u1 45 1,52987 
u1 46 1,51934 
u1 47 1,51098 
u1 48 1,50491 
u1 49 1,50123 
u1 50 1,50000 
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Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
1,51512 u1 68 1,75132 
1,56498 u1 69 1,76323 
1,60940 u1 70 1,77254 
1,64841 u1 71 1,77888 
1,68205 u1 72 1,78190 
1,71043 u1 73 1,78126 
1,73368 u1 74 1,77665 
1,75197 u1 75 1,76777 
1,76550 u1 76 1,75435 
1,77452 u1 77 1,73616 
1,77928 u1 78 1,71300 
1,78007 u1 79 1,68469 
1,77722 u1 80 1,65110 
1,77106 u1 81 1,61213 
1,76193 u1 82 1,56771 
1,75021 u1 83 1,51784 
1,73627 u1 84 1,46252 
1,72049 u1 85 1,40183 
1,70326 u1 86 1,33585 
1,68497 u1 87 1,26474 
1,66599 u1 88 1,18866 
1,64669 u1 89 1,10785 
1,62744 u1 90 1,02254 
1,60859 u1 91 0,93304 
1,59045 u1 92 0,83965 
1,57334 u1 93 0,74274 
1,55755 u1 94 0,64268 
1,54331 u1 95 0,53986 
1,53088 u1 96 0,43473 
1,52043 u1 97 0,32771 
1,51213 u1 98 0,21927 
1,50610 u1 99 0,10988 
1,50245 u1 100 0,00000 
1,50123   
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Solución 
exacta 
1,75021 
1,76193 
1,77106 
1,77722 
1,78007 
1,77928 
1,77452 
1,76550 
1,75197 
1,73368 
1,71043 
1,68205 
1,64841 
1,60940 
1,56498 
1,51512 
1,45983 
1,39919 
1,33328 
1,26226 
1,18629 
1,10560 
1,02044 
0,93110 
0,83789 
0,74116 
0,64130 
0,53870 
0,43379 
0,32700 
0,21879 
0,10964 
0,00000 
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Figura 80: Comparación Esquema Leapfrog
 
 Esquema 
Leapfrog 
u2 0 0,00000 
u2 1 0,00000 
u2 2 0,21927 
u2 3 0,32771 
u2 4 0,43473 
u2 5 0,53986 
u2 6 0,64268 
u2 7 0,74274 
u2 8 0,83965 
u2 9 0,93304 
u2 10 1,02254 
u2 11 1,10785 
u2 12 1,18866 
u2 13 1,26474 
u2 14 1,33585 
u2 15 1,40183 
u2 16 1,46252 
u2 17 1,51784 
0,00000
0,20000
0,40000
0,60000
0,80000
1,00000
1,20000
1,40000
1,60000
1,80000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
145 
-valores reales tiempo=1
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
0,00000 u2 51 1,50123 
0,00000 u2 52 1,50491 
0,21736 u2 53 1,51098 
0,32487 u2 54 1,51934 
0,43097 u2 55 1,52987 
0,53523 u2 56 1,54241 
0,63719 u2 57 1,55676 
0,73645 u2 58 1,57268 
0,83261 u2 59 1,58993 
0,92529 u2 60 1,60822 
1,01416 u2 61 1,62724 
1,09889 u2 62 1,64666 
1,17920 u2 63 1,66614 
1,25484 u2 64 1,68531 
1,32559 u2 65 1,70380 
1,39129 u2 66 1,72122 
1,45178 u2 67 1,73719 
1,50698 u2 68 1,75132 
40 60 80 100 120
tiempo=1
Máster 
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Solución 
exacta 
1,50610 
1,50967 
1,51555 
1,52366 
1,53387 
1,54601 
1,55990 
1,57532 
1,59200 
1,60967 
1,62804 
1,64676 
1,66552 
1,68394 
1,70166 
1,71832 
1,73351 
1,74688 
Esquema Leapfrog
Valores reales
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 Esquema 
Leapfrog 
u2 18 1,56771 
u2 19 1,61213 
u2 20 1,65110 
u2 21 1,68469 
u2 22 1,71300 
u2 23 1,73616 
u2 24 1,75435 
u2 25 1,76777 
u2 26 1,77665 
u2 27 1,78126 
u2 28 1,78190 
u2 29 1,77888 
u2 30 1,77254 
u2 31 1,76323 
u2 32 1,75132 
u2 33 1,73719 
u2 34 1,72122 
u2 35 1,70380 
u2 36 1,68531 
u2 37 1,66614 
u2 38 1,64666 
u2 39 1,62724 
u2 40 1,60822 
u2 41 1,58993 
u2 42 1,57268 
u2 43 1,55676 
u2 44 1,54241 
u2 45 1,52987 
u2 46 1,51934 
u2 47 1,51098 
u2 48 1,50491 
u2 49 1,50123 
u2 50 1,50000 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
146 
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
1,55681 u2 69 1,76323 
1,60126 u2 70 1,77254 
1,64036 u2 71 1,77888 
1,67414 u2 72 1,78190 
1,70272 u2 73 1,78126 
1,72623 u2 74 1,77665 
1,74483 u2 75 1,76777 
1,75871 u2 76 1,75435 
1,76813 u2 77 1,73616 
1,77333 u2 78 1,71300 
1,77460 u2 79 1,68469 
1,77225 u2 80 1,65110 
1,76661 u2 81 1,61213 
1,75804 u2 82 1,56771 
1,74688 u2 83 1,51784 
1,73351 u2 84 1,46252 
1,71832 u2 85 1,40183 
1,70166 u2 86 1,33585 
1,68394 u2 87 1,26474 
1,66552 u2 88 1,18866 
1,64676 u2 89 1,10785 
1,62804 u2 90 1,02254 
1,60967 u2 91 0,93304 
1,59200 u2 92 0,83965 
1,57532 u2 93 0,74274 
1,55990 u2 94 0,64268 
1,54601 u2 95 0,53986 
1,53387 u2 96 0,43473 
1,52366 u2 97 0,32771 
1,51555 u2 98 0,21927 
1,50967 u2 99 0,10988 
1,50610 u2 100 0,00000 
1,50491   
Máster 
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Solución 
exacta 
1,75804 
1,76661 
1,77225 
1,77460 
1,77333 
1,76813 
1,75871 
1,74483 
1,72623 
1,70272 
1,67414 
1,64036 
1,60126 
1,55681 
1,50698 
1,45178 
1,39129 
1,32559 
1,25484 
1,17920 
1,09889 
1,01416 
0,92529 
0,83261 
0,73645 
0,63719 
0,53523 
0,43097 
0,32487 
0,21736 
0,10892 
0,00000 
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Figura 81: Comparación Esquema Leapfrog
 
 Esquema 
Leapfrog 
u3 0 0,00000 
u3 1 0,00000 
u3 2 0,10844 
u3 3 0,32629 
u3 4 0,43285 
u3 5 0,53754 
u3 6 0,63993 
u3 7 0,73959 
u3 8 0,83612 
u3 9 0,92916 
u3 10 1,01834 
u3 11 1,10336 
u3 12 1,18392 
u3 13 1,25978 
u3 14 1,33071 
u3 15 1,39655 
u3 16 1,45714 
u3 17 1,51240 
0,00000
0,20000
0,40000
0,60000
0,80000
1,00000
1,20000
1,40000
1,60000
1,80000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
147 
-valores reales tiempo=2
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
0,00000 u3 51 1,50368 
0,00000 u3 52 1,50730 
0,21499 u3 53 1,51327 
0,32134 u3 54 1,52151 
0,42631 u3 55 1,53188 
0,52946 u3 56 1,54422 
0,63037 u3 57 1,55834 
0,72864 u3 58 1,57401 
0,82386 u3 59 1,59097 
0,91567 u3 60 1,60895 
1,00374 u3 61 1,62764 
1,08775 u3 62 1,64672 
1,16743 u3 63 1,66583 
1,24253 u3 64 1,68463 
1,31284 u3 65 1,70273 
1,37819 u3 66 1,71977 
1,43843 u3 67 1,73535 
1,49347 u3 68 1,74910 
40 60 80 100 120
tiempo=2
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Solución 
exacta 
1,51213 
1,51555 
1,52121 
1,52899 
1,53880 
1,55045 
1,56378 
1,57856 
1,59454 
1,61145 
1,62900 
1,64686 
1,66472 
1,68222 
1,69899 
1,71469 
1,72893 
1,74134 
Esquema Leapfrog
Valores reales
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 Esquema 
Leapfrog 
u3 18 1,56225 
u3 19 1,60668 
u3 20 1,64572 
u3 21 1,67941 
u3 22 1,70785 
u3 23 1,73119 
u3 24 1,74958 
u3 25 1,76323 
u3 26 1,77238 
u3 27 1,77729 
u3 28 1,77824 
u3 29 1,77556 
u3 30 1,76957 
u3 31 1,76063 
u3 32 1,74910 
u3 33 1,73535 
u3 34 1,71977 
u3 35 1,70273 
u3 36 1,68463 
u3 37 1,66583 
u3 38 1,64672 
u3 39 1,62764 
u3 40 1,60895 
u3 41 1,59097 
u3 42 1,57401 
u3 43 1,55834 
u3 44 1,54422 
u3 45 1,53188 
u3 46 1,52151 
u3 47 1,51327 
u3 48 1,50730 
u3 49 1,50368 
u3 50 1,50246 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
148 
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
1,54326 u3 69 1,76063 
1,58776 u3 70 1,76957 
1,62700 u3 71 1,77556 
1,66103 u3 72 1,77824 
1,68995 u3 73 1,77729 
1,71387 u3 74 1,77238 
1,73298 u3 75 1,76323 
1,74745 u3 76 1,74958 
1,75752 u3 77 1,73119 
1,76345 u3 78 1,70785 
1,76550 u3 79 1,67941 
1,76399 u3 80 1,64572 
1,75923 u3 81 1,60668 
1,75156 u3 82 1,56225 
1,74134 u3 83 1,51240 
1,72893 u3 84 1,45714 
1,71469 u3 85 1,39655 
1,69899 u3 86 1,33071 
1,68222 u3 87 1,25978 
1,66472 u3 88 1,18392 
1,64686 u3 89 1,10336 
1,62900 u3 90 1,01834 
1,61145 u3 91 0,92916 
1,59454 u3 92 0,83612 
1,57856 u3 93 0,73959 
1,56378 u3 94 0,63993 
1,55045 u3 95 0,53754 
1,53880 u3 96 0,43285 
1,52899 u3 97 0,32629 
1,52121 u3 98 0,21832 
1,51555 u3 99 0,10940 
1,51213 u3 100 0,00000 
1,51098   
Máster 
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Solución 
exacta 
1,75156 
1,75923 
1,76399 
1,76550 
1,76345 
1,75752 
1,74745 
1,73298 
1,71387 
1,68995 
1,66103 
1,62700 
1,58776 
1,54326 
1,49347 
1,43843 
1,37819 
1,31284 
1,24253 
1,16743 
1,08775 
1,00374 
0,91567 
0,82386 
0,72864 
0,63037 
0,52946 
0,42631 
0,32134 
0,21499 
0,10773 
0,00000 
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Figura 82: Comparación Esquema Leapfrog
 Esquema 
Leapfrog 
u4 0 0,00000 
u4 1 0,00000 
u4 2 0,10702 
u4 3 0,21358 
u4 4 0,42910 
u4 5 0,53291 
u4 6 0,63445 
u4 7 0,73331 
u4 8 0,82909 
u4 9 0,92143 
u4 10 1,00997 
u4 11 1,09442 
u4 12 1,17447 
u4 13 1,24990 
u4 14 1,32047 
u4 15 1,38603 
u4 16 1,44642 
u4 17 1,50155 
u4 18 1,55137 
0,00000
0,20000
0,40000
0,60000
0,80000
1,00000
1,20000
1,40000
1,60000
1,80000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
149 
-valores reales tiempo=3
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
0,00000 u4 51 1,50853 
0,00000 u4 52 1,51204 
0,21170 u4 53 1,51783 
0,31643 u4 54 1,52581 
0,41983 u4 55 1,53585 
0,52146 u4 56 1,54780 
0,62091 u4 57 1,56147 
0,71778 u4 58 1,57663 
0,81170 u4 59 1,59303 
0,90230 u4 60 1,61039 
0,98926 u4 61 1,62843 
1,07228 u4 62 1,64681 
1,15109 u4 63 1,66520 
1,22544 u4 64 1,68325 
1,29513 u4 65 1,70060 
1,35999 u4 66 1,71686 
1,41988 u4 67 1,73168 
1,47471 u4 68 1,74466 
1,52443 u4 69 1,75544 
40 60 80 100 120
tiempo=3
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Solución 
exacta 
1,52043 
1,52366 
1,52899 
1,53634 
1,54558 
1,55657 
1,56911 
1,58300 
1,59801 
1,61386 
1,63028 
1,64695 
1,66356 
1,67977 
1,69524 
1,70960 
1,72251 
1,73361 
1,74253 
Esquema Leapfrog
Valores reales
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 Esquema 
Leapfrog 
u4 19 1,59584 
u4 20 1,63499 
u4 21 1,66888 
u4 22 1,69760 
u4 23 1,72127 
u4 24 1,74007 
u4 25 1,75419 
u4 26 1,76387 
u4 27 1,76936 
u4 28 1,77095 
u4 29 1,76893 
u4 30 1,76365 
u4 31 1,75544 
u4 32 1,74466 
u4 33 1,73168 
u4 34 1,71686 
u4 35 1,70060 
u4 36 1,68325 
u4 37 1,66520 
u4 38 1,64681 
u4 39 1,62843 
u4 40 1,61039 
u4 41 1,59303 
u4 42 1,57663 
u4 43 1,56147 
u4 44 1,54780 
u4 45 1,53585 
u4 46 1,52581 
u4 47 1,51783 
u4 48 1,51204 
u4 49 1,50853 
u4 50 1,50736 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
150 
Solución 
exacta 
 Esquema 
Leapfrog 
1,56899 u4 70 1,76365 
1,60844 u4 71 1,76893 
1,64280 u4 72 1,77095 
1,67218 u4 73 1,76936 
1,69669 u4 74 1,76387 
1,71650 u4 75 1,75419 
1,73179 u4 76 1,74007 
1,74277 u4 77 1,72127 
1,74970 u4 78 1,69760 
1,75284 u4 79 1,66888 
1,75248 u4 80 1,63499 
1,74893 u4 81 1,59584 
1,74253 u4 82 1,55137 
1,73361 u4 83 1,50155 
1,72251 u4 84 1,44642 
1,70960 u4 85 1,38603 
1,69524 u4 86 1,32047 
1,67977 u4 87 1,24990 
1,66356 u4 88 1,17447 
1,64695 u4 89 1,09442 
1,63028 u4 90 1,00997 
1,61386 u4 91 0,92143 
1,59801 u4 92 0,82909 
1,58300 u4 93 0,73331 
1,56911 u4 94 0,63445 
1,55657 u4 95 0,53291 
1,54558 u4 96 0,42910 
1,53634 u4 97 0,32345 
1,52899 u4 98 0,21641 
1,52366 u4 99 0,10844 
1,52043 u4 100 0,00000 
1,51934   
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Solución 
exacta 
1,74893 
1,75248 
1,75284 
1,74970 
1,74277 
1,73179 
1,71650 
1,69669 
1,67218 
1,64280 
1,60844 
1,56899 
1,52443 
1,47471 
1,41988 
1,35999 
1,29513 
1,22544 
1,15109 
1,07228 
0,98926 
0,90230 
0,81170 
0,71778 
0,62091 
0,52146 
0,41983 
0,31643 
0,21170 
0,10608 
0,00000 
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Figura 83: Comparación Esquema Leapfrog
 
Esquema 
Leapfrog 
u5 0 0,00000 
u5 1 0,00000 
u5 2 0,10514 
u5 3 0,20983 
u5 4 0,31364 
u5 5 0,52601 
u5 6 0,62630 
u5 7 0,72396 
u5 8 0,81862 
u5 9 0,90991 
u5 10 0,99750 
u5 11 1,08109 
u5 12 1,16039 
u5 13 1,23517 
u5 14 1,30521 
u5 15 1,37035 
u5 16 1,43044 
u5 17 1,48539 
u5 18 1,53515 
0,00000
0,20000
0,40000
0,60000
0,80000
1,00000
1,20000
1,40000
1,60000
1,80000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
151 
-valores reales tiempo=4
Solución 
exacta  
Esquema 
Leapfrog 
0,00000 u5 51 1,51572 
0,00000 u5 52 1,51906 
0,20751 u5 53 1,52458 
0,31019 u5 54 1,53218 
0,41158 u5 55 1,54174 
0,51127 u5 56 1,55310 
0,60886 u5 57 1,56609 
0,70397 u5 58 1,58049 
0,79622 u5 59 1,59605 
0,88529 u5 60 1,61250 
0,97084 u5 61 1,62956 
1,05260 u5 62 1,64692 
1,13029 u5 63 1,66423 
1,20368 u5 64 1,68118 
1,27258 u5 65 1,69739 
1,33682 u5 66 1,71251 
1,39627 u5 67 1,72617 
1,45083 u5 68 1,73802 
1,50045 u5 69 1,74768 
40 60 80 100 120
tiempo=4
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Solución 
exacta 
1,53088 
1,53387 
1,53880 
1,54558 
1,55411 
1,56424 
1,57579 
1,58856 
1,60233 
1,61683 
1,63181 
1,64697 
1,66200 
1,67658 
1,69038 
1,70306 
1,71428 
1,72370 
1,73098 
Esquema Leapfrog
Valores reales
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Esquema 
Leapfrog 
u5 19 1,57968 
u5 20 1,61901 
u5 21 1,65318 
u5 22 1,68230 
u5 23 1,70648 
u5 24 1,72588 
u5 25 1,74071 
u5 26 1,75118 
u5 27 1,75753 
u5 28 1,76005 
u5 29 1,75904 
u5 30 1,75480 
u5 31 1,74768 
u5 32 1,73802 
u5 33 1,72617 
u5 34 1,71251 
u5 35 1,69739 
u5 36 1,68118 
u5 37 1,66423 
u5 38 1,64692 
u5 39 1,62956 
u5 40 1,61250 
u5 41 1,59605 
u5 42 1,58049 
u5 43 1,56609 
u5 44 1,55310 
u5 45 1,54174 
u5 46 1,53218 
u5 47 1,52458 
u5 48 1,51906 
u5 49 1,51572 
u5 50 1,51460 
 
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
152 
Solución 
exacta  
Esquema 
Leapfrog 
1,54510 u5 70 1,75480 
1,58480 u5 71 1,75904 
1,61958 u5 72 1,76005 
1,64955 u5 73 1,75753 
1,67481 u5 74 1,75118 
1,69550 u5 75 1,74071 
1,71182 u5 76 1,72588 
1,72396 u5 77 1,70648 
1,73216 u5 78 1,68230 
1,73668 u5 79 1,65318 
1,73778 u5 80 1,61901 
1,73578 u5 81 1,57968 
1,73098 u5 82 1,53515 
1,72370 u5 83 1,48539 
1,71428 u5 84 1,43044 
1,70306 u5 85 1,37035 
1,69038 u5 86 1,30521 
1,67658 u5 87 1,23517 
1,66200 u5 88 1,16039 
1,64697 u5 89 1,08109 
1,63181 u5 90 0,99750 
1,61683 u5 91 0,90991 
1,60233 u5 92 0,81862 
1,58856 u5 93 0,72396 
1,57579 u5 94 0,62630 
1,56424 u5 95 0,52601 
1,55411 u5 96 0,42352 
1,54558 u5 97 0,31922 
1,53880 u5 98 0,21358 
1,53387 u5 99 0,10702 
1,53088 u5 100 0,32771 
1,52987   
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Solución 
exacta 
1,73578 
1,73778 
1,73668 
1,73216 
1,72396 
1,71182 
1,69550 
1,67481 
1,64955 
1,61958 
1,58480 
1,54510 
1,50045 
1,45083 
1,39627 
1,33682 
1,27258 
1,20368 
1,13029 
1,05260 
0,97084 
0,88529 
0,79622 
0,70397 
0,60886 
0,51127 
0,41158 
0,31019 
0,20751 
0,10397 
0,00000 
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Figura 84: Comparación Esquema 
 Con los resultados obtenidos podemos concluir
presenta un gran error, por lo que podemos emplearlo para la resolución de 
nuestro modelo matemático
0,00000
0,20000
0,40000
0,60000
0,80000
1,00000
1,20000
1,40000
1,60000
1,80000
2,00000
0 20
.    Trabajo Fin de 
                                       Curso 201
153 
Leapfrog-valores reales tiempo=5
 que este método no 
.  
40 60 80 100 120
tiempo=5
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Esquema Leapfrog
Valores reales
